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末 志 是 现代 数学 其 书 中 的 一 称 , 系 坊 邮 反 国 了 作者 和 复 且 
天 学 德政 几何 粗 近 年 素 在 齐 性 罕 责 三 综 中 所 取得 的 成 果 ， 有 些 
莫 果 沿 属 和 次 发 表 ， 始 书 是 从 局 部 的 观点 来 叶 作 的 ， 内容 包 括 
七 章 和 一 个 附录 ， 第 一 章 介 招 缚 是 代 粕 和 有 樟 性 群 的 基 下 概念 ， 
第 一 娃 介 于 本 韦 所 用 的 政 析 工具 一 一 逢 德 牙 形 式 , 第 三 章 用 外 
形式 法 介 帮 局 部 于 群 的 基本 定理 ,第 四 间 陋 述 夺 长 娄 的 某 些 性 
质 忆 皮炎 性 群 和 粮 性 李 和 代数 的 尖 委 ， 节 五 大 半 进 齐 性 空间 的 一 
般 狂 质 ; 得 六 章 是 本 书 的 中 心 , 睦 过 向 群 和 齐 性 些 间 的 美和 肤 求 研 
完 齐 性 空间 的 构造 第 七 童 讨 蘑 对 称 空间 的 菇 本 性 质 ， 在 办 采 
中 , 介 她 了 用 苞 体 观点 求 肘 本 省 内 容 的 蔡 干 注 凌 ,并 补充 了 一 申 
醋 明 。 供 商 哇 人 党校 数 学 条 商 年 妖 学 生 , 研 帘 上 竺 及 这 大 面 的 数学 
工作 者 浴 考 ， 
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本 书 是 以 复旦 大 学 微分 几何 专 内 胡 钠 教材 种 碎 究 生 的 学 习 
溢 料 为 基础 , 加 以 语 兴 的 修改 种 增补 而 成 。 全 书 是 从 局 部 的 吏 
点 来 等 作 交 ,又 尽 可 能 地 齐 租 了 一 些 必需 的 预 刍 材料 ,使 得 访 洪 
下 过 所 了 党 的 基 而 训 于 天 对 号 量 分 析 和 要 要 儿 从 学 有 科 光 的 
了 解 之 后 ,就 可 以 交 族 本 书 . 

齐 人 性 空间 微分 儿 何 学 的 内 上 容 现在 已 相当 讽 实 , 除 E. Qartan 
的 工作 闪 , 也 雇 现 了 不 少 的 专 茵 ， 本 书 不 准备 全 而 地 处 迹 这 一 
方面 的 最 近 成 果 , 我 们 的 目的 乍 于 : 一 、 介 绍 冬 二 基本 工具 和 福 
侍 : 二 着重 震 葵 迷 向 群 和 齐 攻 下 六 (等 曾 是 齐 性 莹 又 罕 癌 ) 之 几 
的 关系 , 因为 弄 清 禁 这 一 关系 就 能 对 齐 性 空间 (等 别 是 齐 性 莹 要 
空间 ) 提供 一 个 重要 的 研究 途径、 本 书 的 一 部 分 内 容 是 复 且 
大 学 微分 几何 起 近年 来 科学 研 纶 的 成 果 ， 有 由 结果 尖 未 发 让 
得 

全 书 分 七 童 种 一 个 附录 ， 第 一 章 介 表 慕 量 代数 , 引 训 强 量 
于 级 性 恋 换 下 趟 区 的 其 你， 导出 各 种 下 型 群 ， 亚 旋 一 章 中 对 于 
实 能 性 群 的 实 耻 可 移 性 和 复 丰 可 知性 之 阐 的 关系 了 世子 以 -一 定 的 
”第 意 ， 第 二 章 有 级 本 书 的 分 折 工 具 一 一 外 微分 形式 , 这 里 所 芒 
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及 的 只 是 一 由 最 基本 的 内 容 , 除 基本 运算 外 ,我 们 着 重 于 完全 可 
积 的 法 青 方程 组 和 持 征 系 绞 的 理论 ， 第 三 章 用 外 形式 睦 介 绍 局 
部 李 群 的 基本 定理 ， 爸 壕 子 群 的 构成， 变换 群 微分 算 子 的 构造 
等 ， 第 四 童 除 私 出 绕 性 群 和 线性 李 代 数 的 关系 外 , 还 对 李 代 数 
的 某 蔚 基本 事项 作 了 入 绍 ,对 于 旋转 群 的 李 代 数 的 革 些 性质, 等 
别 是 交换 符 陈 的 由 定 作 了 较 完 竺 的 叙 计 第 五 章 中 介 帮 弄 性 宇 
间 的 秀 动 标 形 蒜 ， 初 步 地 提出 了 迷 向 群 和 空间 本 亲 性 质 的 一 些 
关系 , 并 箭 音 地 用 绍 了 儿 何 对 蒙 声 运动 群 的 理 答 . 这 一 章 的 其 
于 闪 容 是 在 .Uartan 的 无 限 天 和 续 变 换 群 理 奏 的 影响 下 写成 
的 , 虽然 它 本 身 并 不 牵 站 到 无 限 连 秆 变换 群 ， 这 此 内 容 对 第 六 
章 也 产生 一 定 的 作用 。 第 六 章 是 本 书 中 篇 幅 最 多 光 部 分 , 除了 
简略 地 介 绥 齐 性 黎 曼 至 间 〔 正 定 ) 的 一 般 性 质 之 外 ,重点 在 于 梧 
完 齐 性 索 受 空间 的 构造 ， 我 们 圣 别 往 意 迷 向 群 具 不 变 商 量 声 的 
情形 ， 由 于 发 现 了 群 的 某 直 结构 常数 的 几何 意义 而 使 得 对 这 类 
实 着 的 决定 在 一 定 的 意义 下 趋向 完备 .在 这 一 间 中 并 对 笋 晶 岂 
关 的 运动 群 的 参数 的 “ 空 际 性 ”问题 作 了 分 析 ， 人 由 Fubini 开始 
发 现 ， 后 来 由 王 宪 镍 ，Eropos 等 人 所 继续 研究 的 “ 空 隐 料 " 珊 莹 
已 有 了 吏 完 善 的 解释 .， 当空 阐 维 数 %4 大 时 , 我 们 指出 制作 这 次 
空隙 的 诠 径 , 并 指出 名 种 运动 群 参 数 戴天 时 的 具体 钱 素 。， 症 这 
一 间 中 我 们 还 计 座 了 不 可 竺 未 动 群 , 相似 变换 群 , 仿 身 变换 群 ， 
共 形 变换 群 ， 这 由衣 让 豆 明 ， 上访 变 权 群 的 碎 曾 最 终 都 可 归 千 
于 对 齐 性 或 受 空间 的 碍 究 ， 第 七 章 中 介绍 对 称 歼 晶 空 间 的 基本 
性 质 ， 并 指出 它 在 迷 向 群 为 不 可 船 的 弄 性 家 景 空间 中 的 地 从 
在 附录 中 ， 我 们 介绍 了 用 整体 的 观 中 来 堵 本 书 的 对 象 时 的 蔡 干 
注意 点 ,对 名 个 术语 的 意义 作 了 补充 的 说 明 . 

由 于 作者 本 平 所 限 ， 最 近 儿 年 来 对 数学 这 一 分 支 的 竹 意 也 
很 少 ,本 书 的 缺陷 一 定 很 多 ,请 各 方面 的 同志 们 多 加 指 王 . 
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本 书 的 初稿 是 作者 在 1859 年 至 1960 年 写成 和 的， 当时 江 将 
内 容 讲 授 过 一 次 ， 骨 种 生 闻 志 后 来 又 对 初 禾 作 了 相当 有 购 增 补 ， 
并 讲授 过 二 次 ， 症 陡 一 年 来 ,对 内 容 又 重新 作 了 全 面 的 整理 , 矿 
半生 沉 印 理 同志 也 莱 助 做 了 不 少 的 整理 工作 , 邮 外 , 稍 完 生 隆 芝 
相同 志 , 殴 尔 健 辣 志 , 应 组 赞同 志和 和 五 年 颁 微 分 儿 何 专 交 组 询 同 ， 
学 也 都 帮 了 很 多 的 他 ,等 向 上 撑 的 同志 们 致 向， 

最 后 ， 还 要 特别 感谢 苏 永 青 栽 儿 对 本 书 的 写作 所 般 予 的 的 
情 支持 和 督促 . 
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附 TT TT 也 只 中 
将 海 文献 mT me 
案 Be 出 了 下 人行 


第 一 章 张 量 炎 性 禅 


$1:1 张 量 


我 们 轻 常 要 用 到 复 妆 域 和 实数 域 .上 有 了 跟 锥 的 粮 性 空间 ， 在 
本 章 中 将 稻 述 车 于 有 关 粮 人 性 空间 的 预备 知识 ， 介 狠 枪 性 空间 
中 的 张 量 运算 。 我 们 的 论述 内 复数 域 上 粮 性 空间 的 张 量 运算 
开始 . 

设 六 ,是 一 个 % 杂 的 复 同 量 空 间 , 用 ww, 9 未 其 中 的 元 素 , 在 
| 大 一 般 张 量 之 前 ,我们 先 时 论 了 P, 上 的 条 性 男 数 ， 加 所 知 , P， 
上 的 粮 性 画 数 是 定 尽 在 也 上 的 复 值 面 数 了 ， 它 满足 

TOR FD) HY), (141.1) 

这 里 w, 为 户 , 中 的 尾音 两 个 元 素 , A, 5 为 尾音 四 个 复数 . 

识 在 Ps 中 已 选 好 一 粗 基 51， 62,，…, Bw; 了 中 的 任 一 元 过 久 
可 写成 


世 
站 二 vie pe 
i=1 


(在 本 书 中 我 们 对 和 式 特 采取 尖 了 略 的 如 法 , 即 对 上 下 指标 重复 的 
和 式 , 一 概略 去 刘 号 立 )。 式 中 的 如， ww") 为 问 量 2 对 应 于 


2 


2 引 量 、 糖 性 群 ， 六 
这 - - 粗 苛 多 坐标 ， 有 叉车 


fe =fi, - (E12) 
烤 性 一 数 了 (% ) 可 用 向 量 > 的 坐标 的 齐 一 欢 式 表 孙 ， 闻 六 
大人] 一 大 6 = wf (6) = fv. (1'1.8) 
空间 PP 的 条 人 性 名 数 的 全 体 世 租 成 一 个 % 稚 的 条 性 空间 , 称 
为 让, 的 共 四 空 间 , 记 海 让 ,. 
对 应 于 局， 的 一 禁 已 给 的 基 {fe ， 在 中 世 可 选 出 名 个 元 
让 人 =1, 2,… ,名 ) ,人 悟 
Bt Br) 一 全 ) ， (开工 .各 ) 


3 
0 27, 
容易 昂 到 ，e 也 构成 P' 的 一 租 燕 ， 宅 称 汶 PP, 的 基 {ei} 的 对 情 
基 . 基 {ej 也 称 汶 PP; 的 一 个 标 形 ， 因 此 对 得 其 {g 也 称 为 标 
形 芭 | 的 对 偶 标 形 ， 当 空间 PP 的 基 {60} 改变 为 人 {@} 肝 ,如 

gl =ate,, {1.1.5) 
著 示 对偶 基 {e 氢 要 变 为 {e 忠 ,依据 


e" (0) =6" (gy = Ge (en 一 中 


这 里 


可 知 ， 

er Gten. (1.1.6 
这 里 本 为 非 异 方 障 (0) 的 道 障 的 一 般 元 素 2， 而 呈 常 表 阵 (e 人 
中 第 5 行 第 7 出 的 元 深 . 


在 基 变 神 (-1. 后 沁 下 ,向 量 z2 的 谷 标 从 {好 ,2 挛 为 
(2 而且 
Vm i (i.1:7) 
参考 于 对 侦 标 形 {e}， 任 一 PP 的 入 性 加 数 了 了 焦 人工 :1.2) ， 
民生 可 写作 
0 舍 后 我 们 对 逆 随 的 元 瑟 均 以 记号 ~~ 守 示 . 


由 工 ,了 良 和 其 3 
fF= fe', (1:1.8) 
这 里 持 无 就 是 了 参考 于 标 形 芭 } 的 坐标 。 当 标 形 {e641 依 (1:1:6) 
改变 为 好 中 时 ,我 们 也 有 
f= fatffs. (1.1.9) 
联系 于 炮 性 空间 PP， 潜 让; 针 ， 还 村 一 对 列 其 他 的 竺 性 空 
丙 。 我 们 要 举 出 其 中 相当 广泛 的 一 类 ,该 就 是 在 二 ,上 的 各 种 张 
量 所 有 契 的 空间 , fn, 其 主 大 本身 种 可 以 秽 为 亡 的 尾 殊 情形 。 关 
才 张 基 的 衬 航 ,在 微分 几 亿 学 寻 群 论 中 都 是 很 燕 本 的 . 
先 定 义 任 意 两 个 狗 性 衬 间 的 “ 张 基 积 , 识 i 利 ] Em 为 任意 
两 个 复 向 量 空间 , 设 已 , 中 有 -一 棚 基 et (6 一 1, 2;…, mm) ，Pnm 中 
肯 一 租 基 Ga (a 一 1, 2,…, %m%) ,形式 上 作 元 案 tw== (er ga), 区 
作 形 状 为 和 “er 的 元 下 的 爹 体 , 记 为 Pm， 和 天 规定 
1. 和 wetz Bi = (MY i) Bsn, {1:1.10) 
2. MN) = CANTY Bye , {1:1.11) 
3. A?ea 一 吕 *8ix 的 友 要 条 性 是 和 = Ai {1.1.12) 
显然 有 辐 昂 ,om 构 股 一 个 区 性 空间 , 稚 数 为 nxm 有 日 具有 基 so， 
这 样 制作 的 空间 古称 为 空间 Ls 和 Lm 的 “ 张 量 积 . 接 定 义 
来 看 ,“ 张 量 积 " 的 形式 似乎 和 空间 P,，P, 的 基 的 选择 有 关 , 但 
是 ,如 果 在 ,中选 基 避 一 efe, 在 Pm 中 选 基 册 一 6s， 形 式 地 
作出 ee (et ， Ga) ， 再 规定 etn 一 Qi528;s， 我 们 就 能 把 所 作出 的 比 
量 积 容 间 等 同 计 人 恢 基 1, Ce 所 作出 的 襟 阅 , 因 市 “ 线 量 积 ”的 形成 
坊 不 再 依 籽 于 基 的 选 梭 ， 同样 , 我们 也 可 应 作出 车 于 个 六 性 
空间 的 绰 最 积 . 
等 别 , 我 们 取 & 个 古 ,, 3 个 PP; 作 绑 量 积 (4,5 非 须 驱 数 ) ， 
振 且 各 个 居 的 标 形 均 选 为 同一 的 {fe}, 而 各 个 Pi 的 标 形 选 为 
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fe+ 的 对 偶 标 形 { 时 ,和 那 末 这 张 量 积 容 间 为 n"1 稚 的 , 定 的 基 为 
ee 当 标 形 {8 进行 变换 ( 秆 ,1.6) 时 , 基 变 化 的 规则 为 

Se TT (fi.1.18) 
这 个 办 问 的 元 素 称 为 & 阶 反 变 ,b 阶 上 共 变 的 丝 量 , 罕 们 可 表 为 

Tegel Ee (1-1:14) 

的 形状 。 m7" 个 数 Ty 光 称 为 这 绕 量 在 标 形 {6;} 下 的 支 量 . 
在 侈 好 标 形 后 ，-~ 张 量 由 其 支 且 所 完 例 确定， 依据 民 :1:18) 和 
外 -412) ,可 以 求 出 当 已, 的 基 & 作 改 变 时 , 线 量 的 支 其 的 变换 
规律 。 事 实干 ,由 于 


rt Hd A 
就 得 出 
ty {11.15) 
同样 起 有 


TD 
对 一 固定 类 型 的 怠 量 来 座 ， 它 的 爹 体 姐 成 复数 域 上 的 向 量 
空间 ,因而 它 有 加 法 以 及 同 复数 的 滩 法 这 两 种 代数 运算 . 此 外 ， 
由 二 张 量 所 成 的 克 性 空间 可 再 作 它 们 的 强 量 积 , 例如 a 阶 反 
变 , 5 阶 共 变 的 忠 量 所 成 的 窒 疗 和。 阶 皮 变 , a 阶 共 变 的 张 重 所 
成 的 空间 的 张 量 积 为 gc 二 e 阶 反 变 , 8 二 4 阶 共 变 的 张 莉 空间 ,已 
的 基 可 选 为 


Bl Es: B+ “Jp 


drt 


妆 0 一 0, 4>0 时 ,我 们 得 到 < 阶 的 反 变 张 量 ; 当 4 一 0, 5>0 
时 , 我 们 得 到 5 芥 的 共 变 号 量 , 特别 当 5=1 时 ;我 们 得 到 P* 空 
辐 中 的 元 内 ,也 称 为 共 变 向 量 ， 有 时 空间 P 中 的 元 素 也 称 为 反 
迹 辐 量 ， 宪 们 都 是 一 阶 的 线 量 。 为 方便 计 , 我 们 有 时 把 复数 本 
身 也 理 盘 为 0 防 的 号 量 , 厦 称 之 为 数量 ， 

b 阶 的 共 变 张 量 可 理解 为 P, 中 的 5 区 性 画 数 , 所 计 5 疙 性 


$1.31 炮 性 杰 措 ，。 粮 性 空 换 群 5 
两 数 就 是 依 顿 于 书 , 中 个 元 素 的 画 数 f(r, za 0) 
(wi EP,, ~ zo EP,), 此 关于 每 一 向 量 Waa =—1, 2， “""y 如 ) 雹 


| 


$1: 写 寺 性 亚 换 ， 严 性 变换 群 
刀 打 条， 复 阿 量 空 间 上; 到 目 身 的 一 个 对 应 骨 如 具有 下 覃 
人 性质 : 
村 二) 一 和 二 (1:3.1) 
车 称 窑 为 区 性 侄 抱 . 认 1edt 为 空间 三 的 一 租 基 ,条 性 这 换 入 可 
由 所作 用 于 基 问 策 &#% 的 象 所 气 全 确定 ， 事 实 上 ,证 


性 Bi 一 aier， (1:2.:2) 
那 未 | 
村 一 起 wie 一 上 一 mle,. (二 .3.3) 
用 这 个 式 于 起 可 以 知道 ,条 性 变换 可 及 由 
Ee {1 .2.4) 


来 表示 , 这 里 凡 和 型 分 别 表示 变 前 和 变 后 的 向 量 的 坐标 如果 
把 PP 的 向 量 的 坐标 写成 单列 的 矩阵 , 称 为 坐标 向 量 , 把 (.2. 全 
的 系数 of 写成 nxn 方 阵 (oy) , 那 末 入 星 变换 的 式 子 以 .2 就 
表明 :在 粮 性 变换 下 , 变 后 向 量 的 坐标 向 量 为 皮 广 障 (o 力 屁 杰 前 
向 量 的 华 标 向 量 的 糙 果 .在 选 好 标 形 之 后 , 著 性 杰 换 可 以 利用 
nxn 方 阵 表 示 , 如果 答 定 了 一 个 mxm 十 阵地 就 可 以 作出 一个 
稀 性 变换 , 二 者 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 . 
应 该 注意 到 ,入 性 变换 和 | 算 陋 的 对 应 是 依 忒 子 基 的 远 取 的 ， 
如 果 世 有 所 改变 , 邵 取 基 6 一 atfej 时 ， 
6 = olen = ol odte , (1.2.5) 
所 以 表示 变换 的 吕 x 旬 三 阵 朗 为 与 fa 他 相似 的 
(of ) = (8) (of) Ca?), (1.9.6) 
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入 性 变换 丰 , 器 的 和 与 积 是 依 于 述 会 式 定 艾 的 : 


(CA++Bs= Art Bir, [1.2 .7 
(Jp 一 凡 Co)， {1.2.8) 
w= 和 dz (复数 ) (1:2.9) 


定义 复数 和 条 性 变换 的 凶 积 ， 在 选 好 一 个 标 形 后 , 这 些 运 算 对 
应 于 相应 的 方 阵 间 的 加 法 , 乘 靶 以 及 复数 和 廊 陈 相 滋 等 运算 ,名 
车 妥 , 妃 对 应 方 阵 (af)， (B81)， 则 媳 十 吾 对 应 方 阵 a)) 十 1 
一 《of 十 及 放 ， 遇 如 对 应 方 陈 (a) ( 语 ) = (ai B81)，%4 对 应 帮 隧 
A (my) =— (hmy), 

一 和 对 一 的 炮 性 变换 称 为 非 异 的 , 它们 对 应 非 异 的 方 阵 ， 丙 
个 韭 异 的 黎 性 变 列 的 习 积 仍然 是 非 民 的 禾 性 变换 ， 非 恒 的 禾 性 
变换 的 逆 变 换 也 存在 , 且 为 非 异 的 ， 因而 非 异 的 徐 人 性 变换 的 全 
体 构 成 一 群 ， 称 为 空间 P, 的 完 人 至 枪 性 群 ， 记 为 GO， 完 
全 黎 性 群 的 任何 子 群 就 称 为 贸 性 变换 群 或 简称 糠 性 群 . 

当 PP, 中 作用 一 乾 异 的 条 性 变 独 4 时 ,我 们 要 求 在 P* 中 的 
一 个 相应 的 奉 性 变换 4*， 使 得 六 性 画 数 了 (2) 的 值 保持 不 变 ， 
也 就 是 说 ,能 使 (4'7) (4w) 一 Fo) . 为 此 只 须 考 讲 we 一 e 7 一 ef， 
我 们 有 

(den (arer) 一 9 (8) 一 中， 
或 者 

oo (er) =, 

把 (a?) 的 第 方 阵 记 为 (4, 茸 未 就 有 

(Ae') (ee) —al ~ atet (en). 
因此 得 到 

ei cate (1.2.10) 

这 样 的 黎 性 变换 称 为 P, 中 的 蔡 性 变换 44 在 六 中 诱导 出 来 的 
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灵性 变换 。 如 记 了 一 fe'， 著 未 和 4 了 fee 所 以 了 的 谈 后 元 染 
的 举 标 


F=f F,;, (i:2.11) 
依据 十:2.11) 和 二 :2.4) ,我 们 就 有 
天生 一 过 os 一 了 (1-2.129) 


这 说 有 明 , 当 巷 性 村 措 和 其 话 导 的 变换 同时 作用 时 ， 了 ,上 的 杀 性 
形式 就 不 起 变化 .事实 上 ,这 也 就 是 引入 诱导 的 灾 换 的 出 发 点 ， 

同一 思想 可 用 之 于 生意 的 张 且 空间 . 当 ,中 必用 米 人 性 变 
换 丰 时， 在 4 阶 皮 变 ,5 阶 共 变 的 张 重 空间 中 也 艺 导 出 一 个 稚 
性 变换 , 翅 为 在 (,b，, 它 是 依 下 式 定 尺 的 : 


明和 ( 工 .3.13) 
对 于 张 量 的 支 量 来 证 ,就 有 
Fy = oh ots oP. (1.2.14) 


这 样 的 变换 ， 在 ”” 灯 空 间 《ae 十 5>1T) 求 看 ， 蚌 完全 条 性 群 
GD 的 一 个 子 群 ,但 瑟 和 Gin CD 同 构 ， 

如 年 全 是 任 音 一 个 稚 人 性 群 ， 卫 一 了 人 etaa 为 任 一 张 量 , 若 
对 群 避 中 的 征 一 元 素 9 所 艺 导 出 的 太 人 性 变 接 4 常 龙 满足 


.Ps py = (1 多. 15) 
这 就 是 , 依 避 .2.14) 所 定义 的 了 9 各 常 满足 , 
Dp = Ph (1:2.16) 


屠 末 就 称 线 量 了 在 群 @ 下 为 不 变 . 


5 也 典型 群 及 其 几何 邮 


亦 换 群 和 几何 学 有 宕 切 的 关系 ， 二 由 的 儿 何 室 间 往往 才 联 
条 于 一 定 的 变换 群 , 而 空间 的 几何 性 项 , 就 是 群 的 不 变性 质 , 这 
便 是 f. Klein 所 提出 的 观点 ( 见 F. Kleinf11). 

如 果 有 出 这 样 的 观点 来 看 铬 性 空 阿 ， 那 末 它 所 联系 的 变换 群 
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便 是 完 圣 壬 性 群 。 在 完全 米 性 群 下 不 变 的 基本 性 质 是 向量 之 辣 
的 入 性 相关 关系 ,的 确 , 这 种 关系 是 黎 性 空间 的 一 项 根本 性 质 . 
诗 老 重 枫 的 空间 联系 于 完全 类 岂 群 的 子 群 ， 我 们 在 这 下 要 
介 亲 复 欧 外 空间 和 复 闪 空间 ， 宅 们 所 对 应 的 于 群 是 使 基 些 二 阶 
共 弃 张 贡 或 汉 镶 性 形式 洒 变 的 和 群 ， 
双 坟 性 形式 了 (ww, 胃 ) 如 注 足 
Fw, y=, (SEP, YEP,), {1.8.1) 
就 称 它 沪 对 欧 的 ; 及 如 果 闻 (ww 满足 
fg, Y= —fy, 2), (1 .8.2) 
则 称 写 为 反 称 的 ; 双 如 果 丰 存在 3 (wz 关 0) 使 
Flw, Y)—=0 
对 性 何 g 成 并 ,于 未 了 tw, 四 称 为 满 秩 的 ,在 选 好 标 形 {a} 之 后 ， 
双 镶 性 形式 (vw, ) 可 瑟 成 


了 人， 用 一 Bi (94 得 数 )， (1.8.8) 
球 未 ,了 lw 9) 为 对 称 的 充 要 条 忻 蚌 
Qo = ga? {1:3.:4) 
fw 明 为 反 称 的 讽 要 条 件 为 
2 一 Yr? {1.8:b) 
及 了 (wy) 洲 秩 的 充 要 和 条件 为 : | 
detl gs | 0., {I :38.: 人 0) 


现在 我 们 计 恰 复 欧 外 向 其 空 间 . 一 个 复 % 雁 向 量 窗 间 ,如 
再 带 有 一 个 满 黎 的 对 称 的 双 纤 性 形式 了 (2, 急 ， 用 来 定 习 空间 
中 每 天 和 疝 量 %, y 的 数 基 积 , 那 末 这 空间 就 称 为 复 欧 氏 向 量 空 
间 .， 在 这 样 的 空间 里 ， 我 傈 称 了 (sw, 好 为 向 量 ww 的“ 长度 ”的 平 
方 { 它 可 能 不 是 非 中 实数 ) ,长 度 平 方 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 ， 
及 网 个 癌 训 ww, Y 如 渗 足 
fiw, y) =0, 


§ 1.3] 典型 群 及 其 斤 何 学 3 
剧 乏 它 俩 为 直 变 的 ， 如 有 两 子 空 邮 起 ,二 友 丰 中 和 任 一 辣 量 和 
了 中 和 企 一 向 量 站 变 ， 则 称 子 空间 下 ,上 为 直 交 的 ， 双 室 开 中 的 
一 标 形 , 如 寻 它 的 基 汐 单位 向 量 , 受 相 王 直 变 , 那 末 就 称 这 标 形 
为 家 区 规范 的 . 在 不 致 发 上 生 误会 的 情况 下 , 地 往 往 就 简称 为 让 
交 标 形 . 

现 证 明 

定理 工 复 欧 氏 癌 量 空间 中 必 存 在 直 交 规范 标 形 . 

首 - 近 可 昂 ， 必 存在 向 量 e@, 使 fle, 6) 一生 寺 0， 事实 上 ， 如 
了 (如 二 0 对 所 有 之 成 立 , 那 来 对 任何 一 对 向 量 必 ,yy, 万 间 

fam py, MoT YD) Nf Ew, 8) ON Ce, + pF CY, 扔 

一 2 (sr, y) =—0, 

这 和 了 (rz， 幼 为 清 秩 这 一 个 假定 矛盾 ， 选 


那 末 就 有 了 (61, 92) 一。 更 假 访 已 选 好 61, 85; Bn (Cm 过 0)， 
使 

了 (ea 6 一 Dos {a, B=1,2,., m), (1:8:7) 
而 没 证 明 

了 (en， 二 {1.8.8) 
几 有 解 , 它 能 满足 Ke ,人 大 0. 为 此 , 先 注 意 到 任意 向量 ? 必 可 书 
为 y+ 于 此 Y 为 和 和 的 六 性 钥 合 ,而 4 满足 (1-8.8) 式 . 事 
这 上 ,分 二 一 大 (en， yy) ， 分 于 一 9 86 g 一 攻 一 9 86， 那 末 
(ee， y) —f {Be, yf— C8) =f (eu， yf) — of (eo, Bg) 0. 

更 应 用 上 反 证 潜 . 如 果 所 有 满足 和 .3.8) 的 向 量 均 成 本 f(sw, 0) 
一 0， 那 未 当 2, g 满足 (1'3.8) 式 时 ,hw 十 uy 也 满足 (1.3.8) 
忒 ,所 以 有 | z 
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fOr ny Mt yy) =0. 

由 地 推出 了 tw 胡 二 0， 因而 取 2 为 满足 红 '3: 旭 式 的 尾 一 非 寄 
元 溢 ((1:3:8) 式 事实 上 是 ?个 未 知 数 的 区 性 许 次 方程 粗 ， 方 程 
个 数 为 m， 因 mw 二 nn, 所 及 非 脖 解 存在 ) ， 有 2 为 人 桂 一 向量 ,把 Y 
写成 g+g 的 形 次 , 半 末 依 刚才 所 说 的 事实 就 立 部 推出 f(%, 9) 
一 0, 这 上 与 双 区 性 形式 了 (x, Y) 为 满 秩 这 一 假 商 耶 捕 .根据 所 床 
事实 ,我 全 就 能 渤 取 一 元 素 6, 使 满足 导 :3.3) 式 有 f(e, 多 一 bo 
天 0， 陪 


Bi 一 -一 -一 一 他 
二 二 并 Ace 3 


我 们 就 有 有 上 "* Crply 使 
fles, Bo) 一 Bos (a, B=1, 93，…， m+1), 
仿 此 步 明 一 直 进 行 下 去 ,我 们 就 会 得 到 一 租 向 量 
Bi =] ， 斩 ) ， 
使 ， 
了 (Bl，61) =, (1.8.9) 
澳 世 之 ， 尼 们 是 相互 在 交 的 单位 向 量 . 最 后 要 证 , 宝 们 是 区 性 无 
关 的 。 这 因为 ,如 有 关系 和 6 一 0, 那 末 
fe, Me) =0 
就 葵 出 双 一 0 (7 一 1, 2,…, %) , 这样, 就 完 矿 了 定理 工 的 证 明 ， 
在 将 次 规范 标 形 下 , 双 交 性 形式 了 {zs, 四 具 形状 
fw, 9) =—f (0 Oey dpi ~ Dwiyt, (1.8.10) 
面向 量 的 长 度 的 平方 是 台 (o 3 
因为 复 爽 氏 向 量 空 间 的 最 基本 的 性 质 是 汕 向 量 的 数量 积 ， 
”因此 它 所 联系 的 群 应 为 使 双 攻 性 形式 了 (%, y) 不 变 的 非 异 和 线性 
变换 的 全 体 所 构成 。 访 4 为 这 样 的 获 性 变换 , 那 末 就 有 


$1.3] 典型 群 及 其 几何 学 i1 
fiAx, Ay) 一 1) {13:11) 
写成 谷 标 形式 得 
GH! 一 er. (1.8: 12) 
[I .3.12) 就 是 4 储 复 欧 开 向 量 空间 的 数量 积 不 变 的 充 变 条 忻 . 
特别 , 当 标 珍 选 汐 下 交规 范 时 , gi 化 为 9， 而 以 :和 .123) 臣 化 汶 
> otal = 6n. ‘(1.38.18) 
这 就 是 部 , 有 4 所 对 应 的 方 阵 是 复 直 次 全， 郎 (1) 的 炉 鄙 为 其 本 
身 的 适 阵 .这样 的 是 所 底 的 群 称 为 复 丰 变 群 On 0)， 显然 
可 齿 ， 一 炮 性 变换 属于 复 交 交 群 的 庆 要 和 条件 是 它 能 使 相交 规范 
标 形 化 为 站 变 规 范 标 形 . 
我 们 再 讨论 一 种 空间 , 这 便 是 复 垃 问 量 空间 . 这 种 空间 也 
是 以 双 杂 性 形式 了 (ww, 败 来 定义 向 量 的 数量 各 的 空 加 ,但 这 时 的 
了 YY 湖 是 有 反 称 , 涌 秩 的 . 
在 复 痊 问 量 空间 的 博 况 下 ,由 下 (2 ) 一 Vr 的 系数 由 所 
成 的 答 阵 为 反 术 的 ， 因 而 只 可 能 往 % 为 侦 数 (w=2#4, 不正 整数 ) 
时 .Fe 9) 才 为 满 秩 . 
和 复 欧 氏 向 量 空间 也 同 ,在 复 广 向 量 空间 中 ;每 一 向 量 和 证 
让 身 的 数量 积 了 f(s, 2) 慎 等 辣 0, 因此 没有 向 量 的 长 诬 的 概念 ， 
但 照样 可 以 由 关系 式 了 (ww, 9) =0 来 定妆 向 量 光 和 Y# 的 站 变性 ， 
这 时 癌 短 %, 9 称 为 淮 下 奖 ， 
在 复 辛 问 景 空间 中 ,如 果 亡 取 到 一 租 基 21, …, s,, 做 满足 
了 (ea Bpre) = 88, (es 6a) ~—0, flepra, kta) =0 
(a, B=1, 2, .…, A)， (1-.8.14) 
就 称 定 们 所 粗 成 的 标 形 六 辛 标 形 ，。 理 证 月 
定理 2 在 复 举 向 景 空间 中 ,六 标 形 必 存 在 ， 
首 尘 福 壳 到 , 任 取 一 个 非 需 向 量 ea， 就 会 存在 向 量 epii, 使 


fle, er+2) =1, (L183.15) 
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事实 上 , 由 于 了 (ze， 纺 为 满 秩 的 ,所 以 了 er 内 不 会 对 所 有 的 红 
询 为 品 , 适当 改变 2 的 借 数 , 取 汐 op， 就 得 出 (1.3.15) 式 ， 

吏 识 已 , 求 到 | El Ear "ys Es Birktlis Ck “*’} Cyt [< , 拭 已 


有 
flGn, p41) —Oap, fhbo, Ep) =0, flerre, Opt5) 一 站 
(a, P=1, 2, 3) ， (1.8.16) 
方程 
feo, YW)—0, flerta, Y)=0 (4.8.17) 


按 上 坐标 池 说 为 28 个 方程 所 成 的 齐 次 灯 性 太 程 家 ,未知数 有 中 
个 , 因此 深 有 非 雷 和解. 这 些 解 租 成 一 个 稚 烙 大 于 0 的 约 性 空间 
K ， 我 们 谣 ， 任 一 向 量 y 必 能 写 焉 2 一 外 十 的 形式 ， 这 里 g# 为 
so，cszte 的 芒 泗 组 全 ,而 多 满足 人 317)、 事 实 上 , 兮 


子 (ea， yf) 一 如 fF (erre, y) 一 一 0"， 
受命 yes or Spy yg, YY— C60 0 Cpt, 那 末 锅 有 


f(g, Y) —f les, Y) —f(e0, Ot err) — Ot — ote 0 
f(gros YI) =f ebro, Y) 一 (ezrey 0°68) = —0 + or =0, 


卉 在 长 中 和 住家 一 涂 需 5541, 在 五 中 还 会 有 一 向 量 wy， 使 满 
是 

Flerris Optst1) =1. (1-8-.18) 
这 因为 ,在 下 中 必 有 向 量 。, 使 了 (al 68) 关 0， 否 则 ， 根 据 副 
才 所 谣 的 事实 ， 便 会 有 了 (ea 9) 一 0 对 性 何 Yy 均 成 立 ， 这 和 
隐 ,，) 是 满 秩 这 一 假 识 了 矛盾 .改变 6 的 司 数 ,者 合 它 为 B4401， 
就 得 到 (1:3.18;) 式 .因此 我 们 三 2(s 十 才 个 启用 ,能 满足 

f les, Bgro) =—Oa, Fles, 1) —0, re en 一 


(a, B=—1, 2, ., s+1). (1.3.19) 
逢 
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准 苇 进行 ， 旺 后 我 们 就 会 得 到 w= 二 28 个 向 量 ,， 中 们 能 满 中 
(13:14) 式 ， 尺 这 2 站 个 向 量 必 须 为 太 性 无 闫 的 , 因 若 成 秋 
Mp 十 让 ， 
分 别 和 es 及 所 + 作 数 量 积 , 就 得 出 
N+B 0, N=0. 
这 样 就 证 明了 定理 2. 
廿 一 复 坟 空间 中 ， 使 数量 秘 不 灾 的 移 性 变 挤 的 全 性 所 租 成 
的 竺 称 为 复 地 群 Sp(E, 0)。 在 垃 标 形 下 ,有 
aka — rrga— Oe, ase— rire, kts=0 
(ea, B=1, 2, +, EE} (I:3.20) 
因而 复 桩 妊 中 元 村 所 对 应 的 睫 生 《ol ; 所 满足 的 奖 桑 式 《( 电 为 
(3IT2) 的 形状 ) 现 化 为 


让 

>A (oag YT — ara =0, 

Y= 
下 

包 (of rat — ottiarra) =0, (1.8.21) 
把 

妆 (aa 六 一 cot roy, 8) — Hn. 


如 舍 为 算 阵 乘积 的 形式 , (1'3-21) 就 是 
1 0 1 0 
0 | 0 |， 
0 0 工 
(| a 322) 
一 1 0 一 1 0 
0 | 
‘0 一 二 
这 里 《kx) 表示 方 健 《ww) 的 炉 填 ， 容 易 内 到 一 入 性 变换 属于 复 
痊 妖 的 充 归 条件 是 巧 使 考 标 形变 为 广 标 形 ， 
元 全 线性 群 还 有 一 个 重要 的 子 群 , 它 是 由 detjo| 一 1 的 变 
换 全 人 忧 所 租 成 * 依 红 2 的 式 可 知 ， 这 一 条 件 是 和 基 的 选取 无 关 


0 一 1 
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的 ) , 称 为 单 模 群 。 在 单 模 群 下 ,基本 的 不 变量 是 一 个 % 妖 性 反 
称 形式 了 (wf,，…, %)， 宅 的 数值 称 为 由 ?个 辣 量 %, 9, …, 3 
所 成 的 "在 行 2n 面体 的 "体积 .事实 上 ,这 样 的 可 写作 


FE, Eo PE te, (1.8.28) 
I 2 站 1 抽 


这 里 4 为 常数 ， 
1 1 的 偶 排 到 时 ， 
Shin — 一 4 工 2 的 奇 排放 时 ， 
0 妆 ( 碳 ， 2 中 宇 少 有 了 两 个 相同 时. 
(1.8.24) 
过 时 
fAz, 1 全 全 = Ge 0p RD 


= 三 症 d et las | Br TH in 
1 六 
nf (z， 人) 
吐 1 Hh 


还 可 以 选择 标 形 , 使 得 ea ,8, 所 成 的 在 行 9 面体 的 体积 
为 荆 这 时 8 一 上， 事实 上， 只 要 适当 改变 其 一 - 基 癌 量 的 情 数 就 
可 做 到 这 一 反 . | 

区 交 群 ,学 群 , 单 柳 群 合 称 为 典型 群 ， 

我 们 还 更 叙述 一 类 重要 的 空间 ,这 和 便 是 西 空 间 ， 为 此 , 先 定 - 
义 Hermite 形式 .发 f (w, 办 为 定义 在 复 向 量 空 间 中 的 画 数 ， 
且 满 中 如 下 的 条 件 : 

i， f (wy) 关于 第 一 个 变 向 贡 zx 为 线性 的 ,部 

fw pw, TAs, DHEA, ); (1.8.25) 


2. flw, y) = fly, £), :3.26) 
这 里 我 们 用 “一 横 表示 复数 的 站 都 , 那 末 我 个 就 称 宅 汶 研 ,中 的 
“Hermite 形式 .对 Hermite 形式 ,还 成 立 
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je, Wy + pq) Hf wy ¥) tf (0, PD, 0327) 

这 是 由 于 

flv, Wy + 9) = F Oy + py 2) — A Cy, 2) tf WY, Y) 


EL 


由 此 也 就 见 到 
了 KiGi Yier) = fF leé:, 0;) vy, 
即 Hermite 形式 也 由 它 对 基 向 量 的 数值 所 确定 ， 如 读 
gy= te, 7), 
则 有 
= A. 

由 性 质 2 还 可 见 科 了 (vw, 9) 一 了 人， 2)， 这 表示 flw, w) 为 
实数 ， 如 果 还 满足 条 件 : f(x, 四 演 0， 且 等 号 只 有 在 为 零 间 
量 时 成 立 , 那 未 flx, 四 就 称 为 正定 的 Hermite 形式 ， 

以 正定 的 Hermite 形式 来 定义 黄 向 量 的 数量 积 的 复 向 量 实 
间 称 次 如 ( 西 ) 实 间 . 在 区 空间 中 可 以 定义 向 量 的 走 变 和 狂 ， 癌 
量 的 长 度 ， 由 单位 的 而 且 互 相 塌 变 的 自 量 所 成 的 标 形 称 为 西 标 
形 . 我 们 要 证 明 。 

定理 3 在 碧空 间 中 必 存 在 西 标 形 ， 

[证] 任意 取 一 非 堵 问 量 e， 蜂 及 (ee， 的 一 0， 取 地 = 
汰 1 基站 ter, 61) 一 4, 座 我 们 已 有 向 报 6 ta 一 1， 号 
宇 个 之 周有光 荧 

(8, 88) — Og, 
考 繁 万 程 
Ten, Y) =0, 
它 必 有 非 须 解 ,改变 倍数 ,我 们 就 能 选 得 em, 使 . 
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站 (eu， 88) 一 他 xb 

对 a 二 1, 2 但 二 1 也 碟 立 .所 以 利用 逐 娱 算 吉 的 方式 可 
以 得 到 半 个 吾 汶 和 直 挛 的 单 仔 上 呵 攻 aa. 和 从 前 一 样 ; 可 以 明显 地 看 
到 a 为 龙 性 无 关 的 ， 定 理 证 毕 . 

在 百 空 间 中 ， 使 两 向 其 的 数量 积 不 变 的 禾 性 变换 称 沟 本 蛮 
换 , 记 的 和 货 件 是 

TAx, Ay) = Fe, of) 


或 
Yk 一 qr, 
三 中, 参考 于 空间 的 西 标 形 半 ,我 何 有 
8 一 0 


而 (oa 和 就 成 为 丁 阵 ,， 即 它 的 四 王 共 屯 符合 于 它 的 道 阵 本 变换 
的 全 体 成 为 西 群 Z(m ， 显 然 ,一 入 人 性 变换 为 西 变换 的 充 贾 条 人 性 
是 宅 使 瑟 标 形 化 为 西 标 形 . 

西 空间 还 有 下 面 一 个 性 质 : 如 果 酉 空间 中 两 个 子 空间 互相 
相交 , 卷 示 两 子 窑 间 只 有 迁 向 量 为 从 此 的 .这 因为 , 裔 2 为 下 其 
向 其 ， 闭 寂 就 必须 和 自身 志 交 ， 部 了 (w, sw) =0， 侠 正定 性 的 要 
求 ,就 推出 *= 0. 

地 向 量 空间 和 复 欧 氏 问 景 空间 没有 此 性 质 . 
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直 到 现在 为 上 ,我 们 是 在 复数 域 中 讨论 线性 空间 ,但 在 许多 
右 合 下 ， 我 们 要 应 用 的 将 是 实数 域 上 的 六 人 尾 宏 间 或 实 向 最 空间 
的 任 质 ， 全 工 工 一 3 工 :2 的 所 有 的 计 芥 部 可 适用 于 决 向 其 宏 间 ， 
这 因为 在 这 里 只 用 至 复数 的 加 . 减 、 乘 、 除 以 及 解 复数 成 上 的 次 
体 方 程 ， 而 在 实数 域 和 进行 这 些 运算 ， 其 规则 和 复数 域 完 僵 相 
同 、 另外 , 在 $1.3 中 基于 复 垃 向 量 空间 的 讨论 ,也 完全 可 名 
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称 到 实数 域 上 来 ,而 得 到 实学 向 役 空 得 和 实 溯 群 Spn, 尼 )。 关 
于 单 简 群 的 科 葵 也 是 如 此 ,我 们 可 以 照样 地 定义 实 单 械 辞 . 

但 是 ， 有 关 香 欧 天 右 量 袍 阅 的 笠 宰 不 朋 直 搂 移 到 实 菊 下 空 
间 素 ， 因 为 在 定理 工 的 诈 明 中 我 们 用 和 到 了 开平 方 运算 ， 而 在 实 
数 撼 中 黄 实 数 开 平方 骸 苞 为 复数 ,所 以 不 能 把 定理 工 移 用 过 来 . 
因而 ,我 们 要 对 洋 欧 拓 空 间作 一 补充 的 定义 . 

一 个 对 称 的 实 的 骏 秽 性 形式 了 了 (2, 办 ， 如 它 所 对 应 和 的 二 次 
形式 六, 2) 宇 0， 且 等 号 只 有 在 4 一 0 时 成 立 ， 就 称 它 为 正定 
的 。 显然, 止 定局 热 为 满 匠 . 

实 癌 量 宝洁 如 以 一 王 定 的 双 炉 人 性 形式 来 定 光 两 向 量 问 的 数 
其 积 , 那 末 就 称 殴 空间 为 实 欧 氏 加 量 空间 .对 实 欧 摊 向 其 空间 ， 
非 需 疝 量 的 长 度 为 正 实 数 ， 也 可 定 吕 向 量 的 直 交 任 , 可 定妆 户 
亚 声 范 标 形 , 因 为 正 实 数 的 和 平方根 为 实数 , 套 定 理工 的 甘于 直 变 
规范 标 形 存在 性 的 让 明 仍 译 歼 5 还 可 稍微 盘 音 一 些 ) 对 实 欧 氏 
阿 量 堂 间 ,是 个 互相 在 变 的 字 窒 问 除 需 向 脐 外 污 到 共 疝 量 , 在 这 
一 点 上 和 蕊 和 复 欧 乓 向 重 室 间 有 很 天 的 差别 ， 

使 定 叉 实 欧 开 空间 的 数量 积 的 双 基 人 性 形 式 不 变 的 洋 炉 佳 变 
' 换 的 至 体 粗 成 实 直 交 群 COtm, 吾 )， 在 直 变 规范 标 形 下 ， 它 的 元 
寄 对 应 实数 所 租 成 的 站 交 短 陆 . 

在 实 向 量 空 间 中 如 以 非 正 定 也 非 侦 定 (但 为 满 铂 ) 的 双 炉 性 
形式 来 定 尺 同 是 的 数 策 积 ， 所 得 到 的 空间 就 称 为 拟 欧 氏 向 量 空 
间 .， 这 样 的 空间 不 侍 一 种 ， 要 看 对 称 方 障 {g) 的 特征 根 中 正 根 
的 个 数 ( 或 奶 根 的 个 数 ) 而 作出 分 类 .特别 是 = 二 正 特 征 根 数 
等 于 二 时 ,所 对 应 的 向 量 空 阳 在 相对 喻 路 有 重要 的 意义 . 

识 已 粹 一 实 亲 量 襟 闻 瑾 ,, 可 以 用 末 面 的 方 洪 作 出 一 个 复 间 
量 符 附 六。 使 如 中 的 元 案 也 同时 是 PP, 中 的 元 素 ， 这样 的 -三 ， 
称 六 条 铝 量 室 闻 RE, 的 复 化 ， 访 忆 , 中 臣 永 好 -和 粗 基 
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一， 
作 和 集合 Xs， 于 此 %! 为 任意 的 复数 ， 提 规定 不 同 的 涛 所 对 应 的 
元 素 为 不 同 的 . 依 
Net te m= (Ah ) 8, 
有 【让 = (MM)e, 

定义 集合 中 的 元 去 的 加 法 及 和 复数 的 乖 法 。 显然 , 这 样 的 第 合 
是 一 个 复 癌 : 屁 空 间 了 P,， 而 当 加 取 实 数 时 %'6; 可 看 戌 证 属于 荆 ， 
区 属于 的 元 革 。 似乎 书 的 制作 和 豆 的 基 的 选择 有 尖 ， 但 
和 如果 规定 低 RR 中 的 站 一 村 6 所 作 的 N@ 就 等 于 依 &@ 所 作出 的 
2 中 的 元 过 和 GiB 那 未 已。 的 复 化 就 仍然 是 会 后 所 作出 的 了 ，. 
附 府 捐 出 ， 避 ,显然 能 作为 卫 , 的 子 复 ,但 并 不 是 三. 的 子 空间 . 

相反 地 ,在 一 复 疝 基 空 间 PP 中 可 以 作出 一 个 % 稚 的 实 向 量 
空 阅 品 , 使 它 的 复 伦 就 是 PP,, 而 且 BB, 的 作 攻 是 无 限 多 的 ， 事 
实 上 ,在 请 中 任 取 % 个 炉 性 无 关 的 向 量 @, 作 xie 的 集合 , 于 此 
为 实数 ,这 样 就 得 到 一 个 % 区 的 实 向 基 空 间 , 它 的 复 化 显然 为 
二 导 尿 同 的 @ 所 作出 的 B, 求 必 相同 ,例如 (5 十 禄 )@1， es， ~…， 
srka; 上 实数 ,5 天 0) 和 a 9，…, 6 所 作出 的 忆 , 是 不 相同 的 ， 
前 者 包含 向 攻 (十 的 et， 而 后 者 不 包含 这 一 向 量 ， 

安放 了 一 个 确定 的 BB 的 书 , 称 为 具 实 精 构 的 复 向 量 窍 其， 
属于 如 的 问 量 称 为 忆 的 实 向 量 ， 直 汶 性 和 无 关 的 实 向 量 所 成 的 
标 形 称 为 实 标 形 ， 的 子 空间 吾 。 如 由 实 的 向 量 所 张 成 { 即 由 
中 的 问 量 以 复 骤 数 的 禾 性 组合 所 生成 )， 那 末 就 称 它 为 实 的 
于 空间 或 实 平 面 . 应 鞍 注 意 , 开本 身 并 不 是 实数 域 上 的 镶 性 
空间 , 而 是 复数 域 上 的 入 性 空间 , 它 不 仅 包含 实 的 向 量 , 也 还 包 
舍 非 实 的 向 其 . 但 由 定义 立即 可 以 知道 , 根据 P, 的 洋 精 构 , 可 
已 得 到 实 子 空间 也 上 共有 实 精 构 , 玫 。 和 有 B, 的 变 和 代为 mx 闪 的 实 
数 域 上 的 锥 性 空间 . 
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具 洋 灶 构 的 复 向 量 空 间 中 可 定义 一 项 共 惠 运算 ， 这 种 运算 
基 把 一 个 癌 量 对 应 于 另 一 和 它 共 四 的 向 里 ,这 就 是 , 问 量 6 一 
到 问 基 8 = hie, 的 对 说 ,这 里 & 是 一 租 实 的 甘 ， 这 个 定义 也 和 上， 
的 基 的 取 法 《当然 限于 撩 问 量 ) 无关 立即 可 以 见 到 ， 名 一 相 】 双 
问 量 e 为 实 问 量 的 充 要 条 人 性 是 ee 一 e， 这 因为 , 把 8 洗 汶 ha, 如 
为 实数 的 充 要 条 件 恰 海 电 一 中 ， 双 显然 可 虹 

M6 Ey, 
对 尾 何 复数 入， 及 癌 基 议 立 . 

证 二 ,为 一 平面 , 作 五 中 间 量 的 共 旺 向 量 的 公休 ,构成 集 
合 nm， 此 nm 显然 也 为 一 于 室 间 ， 事 实 上 , 裔 5 1EEKE,, 
则 有 二 后 瑟 mw; 和 EKm, 因此 对 任意 的 A, 有 E+EmE KK。， 因 
LAFwn ERn, 

我 们 要 证 

定理 ” 具 实 车 构 的 复 向 量 空间 中 的 一 平面 下 。 为 实 平面 的 
充 慨 条件 震 下 一 下 mw， 

【证 】 当 站 。 为 实 平 面 时 , 在 到, 上 有 x% 个 烁 性 无 关 的 实 
局 量 &64, 而 大 m 中 的 元 宗 的 全体 为 eta 一 1 3,…, m)， 而 
N56o 一 ME 仍 然 构成 下 w 中 的 至 休 元 案 , 辟 Km 一 民 ，. 

相反 地 ， 当 下 ms 一 时 ,KKw 中 必 有 实 向 量 , 因 设 9 EK 


为 非 零 向 是 ， 那 末 9EKm, 让 一 六 EKm, 和 如果 一 态 则 9 本 


身 为 实 向 量 , 如 果 3 关 屯 那 末 49 一 中 为 非 需 的 实 向 量 . 更 证 


上 mw 中 以 有 m 个 多 性 无 关 的 奖 向 量 . 如 果 下 中 只 兹 取 到 > 全 
(3 二 m0 名 性 无 关 的 实 向 量 ,63,…, 二; 这 时 就 应 存在 一 个 向 
基 少 皇 坪 wm， 和 定 予 能 二 为 六 6 …, 的 复 系 数 的 药性 稻 侣 .四 


假定 ,7E Km, 因而 于 (9 二 区 ， 妆 所 一 到 均 属于 Kn， 它们 都 


0 强 纹 ， 夺 性 群 ! 弟 一 童 
是 实 间 量 ， 因 此 它 俩 均 为 如， 5&9 名 的 实际 数 炉 性 笨 合 ， 妓 
碾 广 


HTD 0 De (a B=1, ,8), 


由 此 就 得 | 
N= (0 0 ) Eg; 
这 叉 发 坐 也 后. 因此 太 % 中 必 有 品 个 线性 无 闫 的 实 问 和 量 , 禄 此 
海 实 的 平面 ， 定理 让 二 . 
根据 这 定理 还 可 知道 ， 环 证 下 mw 和 让 nw 的 变 与 和 均 为 实 平 
面 . 因为 


1 


KufKn = RN EE,= Kf EK,, 
Kn-Rn= En n= Kn ER,, 
髓 指出 ， 一 个 兄 共 的 复 回 最 空间 P, 记 总 可 以 把 它 看 成 2% 
蕉 的 买 亲 和 量 空 因 Ai ， 事 科 上 ,总 6 sp 即 为 了 的 莫 , 作 
面 把 乌 ，…，#an 更 为 一 个 2% 葵 的 实 疝 最 空间 吾 的 基 ， 如 果 
周二 十 or a 测 二 要, 邢 未 呈 让 的 元 素 Aei 就 和 五， 时 
的 元 素 geu (4 一 4， 2 ……， 2%) 一 一 对 应 .在 这 样 的 制作 下 ,总 ; 中 
的 83 太子 空间 对 应 于 Bs 中 的 内 条 于 空间 , 记 , 中 的 纹 性 变换 世 
对 应 于 五 中 的 变换 .但 并 非 Bs 中 的 任意 子 空间 , 张 量 ,和 奉 性 诸 
换 均 能 对 应 户 , 中 的 于 空间 , 强 基 和 杀 性 变 挤 例如 启 ; 中 的 奇 
裕 数 的 子 窒 间 就 个 衣 尘 应 于 下 ,中 的 子 寄 间 ;区 如 也 ,中 的 方 随 
(Caf) = (et + adt) 
所 天 示 的 炎 性 变 挤 在 fs 中 对 应 的 枪 性 变换 为 下 过 的 特殊 形式 


的 2m x 2m 万 了 牌 : 
| 0 2 
人 CL:4:1) 
di ， 呈 


.5] 可 多 楼 性 群 和 不 可 构 粮 性 群 。 21 
这 是 因为 Aer = oest dents, Ae,11 = — die; ctent; 的 给 故 ， 
此 并 ,让 于 - 


( 工 .4 .人 


detlat| 3 | 1 0 本 | 


0 oid|l | a 
所 以 如 ;中 的 入 性 变换 为 非 异 , 那 未 对 应 于 Rss 中 的 变换 也 为 
非 异 ,用 在 Ra, 中 能 由 代 :4. 二 所 未 形 式 的 方 阵 表 大 的 非 异 粥 性 
变换 也 必 对 应 于 已 , 中 革 一 非 好 变换 ，Bs, 中 这 样 的 变换 粗 成 和 
GIL(n, 0) 同 构 的 入 性 群 ,我 们 称 它 为 GEtn，C0 的 实 形态 . 


$ 1:SS 可 和 鸥 线性 群 和 不 可 移 业 性 铬 


三光 区 下 向 的 疮 性 变换 群 可 以 分 为 两 大 类 一 类 称 汶 不 
避 攻 的 ， 瑟 素 有 任何 非 和 平凡 的 不 变 子 宕 间 , 这 就 是 说 ,在 PP,( 或 
下 不 人 在 入 礁 的 10 天 人 二 二 于 空间 ， 打 上 的 向 量 头 过 和 群 中 的 
变换 后 , 仍 保 皖 在 该 子 空间 之 中 ， 角 一 业 称 为 可 舶 的 , 宅 至 少 有 
一 个 非 平 凡 的 不 变 子 空间 7. 
悦 趣 性 交换 群生 为 可 鸥 的 , 犀 末 守 就 有 一 吧 蕉 的 不 变 子 室 
间 兵 wk0< 一 入 去 旨 。 取 基 {0}， 使 6 ep em 在 关上 屋 
村 ESG, 则 有 
是 ee 一 CEBa fr, B=1, 2, +, 4), 
有 =e = 十 汪 ， 吕 ) 
因此 变换 的 方 陋 可 写 为 
更 上 | 人 
(0 (4.65.2) 


的 形状 、 迪 别 当 好 为 使 下 不 变 的 非 异 攻 性 变换 的 验 体 所 
胞 的 群 时 ， 宕 所 对 应 的 方 障 就 是 形 为 (1:5:3) 的 非 异 大 阵 的 


5 对 于 一 个 粮 性 变换 的 集合 {下 必 构成 群 ;， 也 可 以 同样 地 定 多 它 的 可 和 粮 性 和 
不 可 物性 ， 


(1:5.1) 
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从 体 . 

如 果 葡 性 群 哩 有 两 个 泵 变 平 面 在 和 下 。m， 且 为 互补 (部 
区 和 下，w 的 交 只 是 填 向 县, 也 就 是 下 和 站。。 的 次 和 为 从 
空间 ) , 屠 未 可 取 基 {ei}, 使， …', 在 天。 之 中 ， entt ;6 
在 下,_。 之 中 , 群 中 的 元 素 所 对 应 的 方 阵 为 


a | 0O, 
二 9) (3 


0 ,| a 


而 使 下， 和 瑟 。。 不 变 的 最 大 的 群 中 的 元 过 所 对 应 的 方 阵 为 由 
(1'5.3) 形 状 的 绯 异 方 了 绿 至 体 所 构成 . 

我 们 可 以 举 出 许多 不 可 移 的 区 性 群 的 例子 .我 们 易 知 在 复 
数 域 中 , 复 六 群 是 不 可 物 的 , 因为 模 据 $1.3 的 广远 , 任何 非 堆 
问 量 均 可 和 作为 广 标 形 的 第 一 个 基 向 量 ， 面 复 淮 群 是 把 一 个 冶 定 
的 淮 标 形变 到 任意 的 淮 标 形 的 镶 性 变换 所 租 成 ,因此 , 它 能 把 一 
个 园 定 的 非 需 癌 量变 党 尾 一 其 他 的 非 需 向量 ， 所 以 它 个 不 会 有 
非 下 凡 的 不 变 空 间 . 妈 完 全 龙 件 群 G5(n, 0) 以 这 学 群 为 子 群 ， 
所 以 也 是 不 可 物 的 ， 单 模 群 的 不 可 狗 竹 可 同样 诈 明 ， 双 本 群 也 
是 不 可 鹊 的 ,因为 根据 8&8I.3 的 论 迟 , 任何 单位 向 量 询 可 作为 西 
标 形 的 第 一 个 基 ， 而 任何 一 个 向 量 均 可 适当 改 普 全 数 面 成 为 单 
伺 向 量 , 因而 就 和 复 辛 群 的 不 可 锡伯 一 样 地 省 明 它 的 不 可 和 锡 性 。 
在 实数 域 中 ,将 交 群 0(n, R) 的 不 可 较 件 , 实 辛 群 的 不 可 和 较 件 的 
胜 明 是 相间 的 ,还 可 以 郑 明 复 直 交 群 也 是 不 可 暂 的 . 

琶 在 实 向 量 空间 ,中 光一 个 实 燃 件 群 器, 当 E, 复 化 成 忆 ， 
时 , 这 个 实 交 性 群 也 可 祈 为 作用 于 P, 中 的 区 性 群 ， 这 就 是 ， 当 
刀 的 基 选 定时 , @ 中 的 元 到 4 所 对 应 的 方 障 就 肯定 下 求 了 , 如 
把 这 个 广 障 看 成 在 瑟 . 中 的 一 个 态 竹 变换 所 对 应 的 五 阵 ,就 得 到 
PP 中 的 一 个 区 人 牌 变换， 这样 所 得 到 的 料 性 莫 换 及 著 性 变换 如 
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分 大 称 为 五 , 中 黎 性 这 换 及 炮 性 变换 群 的 复 化 ， 

可 蒋 的 实 炮 性 群 复 化 之 后 剧 然 沟 可 物 的 ， 和 但 示 可 莉 的 实 才 
性 群 在 复 化 之 后 却 末 必 人 能 保 皖 为 不 可 物 。 现在 来 研 窃 这 种 情 
形 . 裔 届 为 实 禾 性 群 , 复 化 后 显然 不 能 有 实 非 于 凡 的 不 变 平 面 ，. 
现 训 它 有 复 的 不 变 焉 面 , 那 未 下 的 共 屯 下 也 为 不 变 平 面 ， 
显然 区 十 下 必 为 不 变 平面 , 双 为 实 平 面 ,因此 下 十 六 的 打数 必 
为 n, 面 怪 的 灯 数 必须 不 小 于 与 ; 又 因 处 和 羽 的 效 也 必须 为 
不 变 焉 面 , 又 为 实在 面 , 所 以 必须 只 包含 鸭 向 量 。 因 向 素 的 条 
数 必 须 不 大 于 地 二 ; 因此 下 的 蕉 数 为 辟 ， % 这 为 惕 数 ， 识 

总 一切 ， 
依 刚 二 时 论 ， 有 两 个 不 变 焉 面 Kn 和 ww Em 二 Km= 了 P，， 
所 wm 站 所 mn 只 包含 零 向 量 、 在 不 。 上 取 一 租 基 , 记 它 们 为 
W101 Bat iba, +, mb, : 
这 里 gs， ba (0 一 二， 3，…， 甸 ) 汐 为 狂 商 量 ， 在 空间 的 实 标 形 下 ， 
群 恕 中 的 枪 性 变换 由 所 对 应 的 太 阵 的 元 素 均 为 实数 ,所 以 
册 pe, 凡 Du 均 为 实 向 拓 ， 双 因 下 为 不 变 下 面 ， 及 (4s 十 外。) 为 
gia (B=1, 2 …, 2%) 的 多 性 租 合 ,所 以 本 a4， A 均 为 ga， 
bs 的 炉 性 租 合 , 所 以 81，…， Gm; Bi， …， bn 张 碟 一 个 实 的 不 变 
焉 面 。 由 于 群 为 实 不 可 物 ， ,Bn 又 不 全 为 者 向 量 , 所 以 它 
们 必须 张 成 到 空间， 因 宇 间 为 n 一 2m 灯 的 , 所 以 它们 构成 一 
基 . 再 利用 
Algstiba) = (odd (gs + od6g), 

就 得 出 

= 0 — dbs, 

,= dre 二 cbs. 
所 以 网 的 市 阵 具 形状 


(1.5.4) 


24 强 其 ， 碎 性 群 [第 一 章 


ox | da 


这 就 是 发，Bsn 中 的 群 全 为 GL(m, 0) 的 实 形态 的 一 个 子 群 . 
相反 地 , 几 具 所 示 形 状 的 方 阵 的 非 异 米 性 变换 必 以 ww 十 急 , 张 成 
的 复 平 而 为 不 蛮 村 面 、 内 此 得 

定理 “总 , 中 不 可 物 的 炮 性 群 全称 复 化 后 成 为 可 蒋 的 充 要 
条 件 是 : 

(Ci) 及 一 2 ， 

(这) GG 为 GIlm, 0) 的 实 形态 的 子 群 ， 

根据 刚才 的 定理 , G 工 (pe，C) 的 实 形态 本 身 复 化 后 为 可 鞠 ， 
我 全 来 靳 明 这 个 群 在 Rsm 中 为 下 可 徇 。 为 此 ,由 于 

= 796 — df6g, (1 .5.8) 

如 取 {o8， 一 9 为 任意 一 粗 水 人 至 为 肛 的 实数 ,利用 (4.4-9 式 不 
难 验 证 , 必 存 在 常数 6 …， oc&, 中 …， 哎 , 使 障 代 :5 加 为 非 异 
的 ,因此 ;这 一 群 中 存在 车 恋 换 , 它 能 使 ms 弯 为 任 -- 已 姓 的 非 堆 
向 量 , 所 以 , 群 的 任 一 不 变节 面 如 含有 一 向 量 6, 那 来 利用 群 中 
的 使 ma 变 为 e 的 变换 的 道 变 换 ,就 可 见 这 一 -不 变 平 面 必 合 向 量 
qu 再 由 风 六 所 散 的 性 质 就 知道 , 这 一 不 变 在 面 就 必须 是 至 空 
阅 . 

从 这 个 例子 可 以 此 到 , RR, 中 确 有 复 化 后 成 为 可 鹊 的 孙 可 鞠 
线性 群 。 


第 二 章 ”外 微分 形式 . Pfaf 方程 


.1 EtfaE 式 及 外 微分 形式 


在 本 童 中 我 们 将 为 后 交 的 研究 作出 分 析 方 面 的 准备 ， 主 要 
是 有 关 儿 微分 形式 及 Faf 方程 的 一 些 事 了 项 、 进 一 步 的 天 莫 可 
傅 考 Uartan 山 . 121, Pamepcrnaii Il. K. [li, Parnason CG. 1. 11]. 

更 误 中 ， 时 为 中 个 狂 豆 的 实 变 量 , 宪 们 的 变化 范围 
为 蕉 的 变 生 的 空间 的 一 个 区 域 。 在 本 章 中 , 我 们 妥 很 定 所 
过 到 的 画 数 为 充分 光滑 的 ， 即 它们 具有 所 诈 要 的 任何 阶 的 连 粮 
有 的 导数 ， 

我 们 把 日 于 量 的 微分 dw' 世 团 成 自 变 量 , 密 可 以 采取 记 有 可 
部 时 ?个 有 河 实 数 为 其 数值 ， 这 样 , 定义 在 区 域 9 中 的 历数 
fw， 的 从 微分 


2 几 of 1 z |， 
df (t,o, 1) Hr de (2.1.1) 
就 可 各 为 各 个 变 綦 的 画 数 ， 肖 变量 wi 的 变化 范 园 为 区 域 G, 而 


gu: 可 了 下 任何 数值 , 且 它 关于 dw' 是 多 性 形式 . 
在 后 文中 ， 我 们 释 常 要 用 更 一 般 的 一 些 包含 #! 和 dw 的 画 
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狐 ,' 萎 们 关于 dw' 是 粮 性 的 ,这 巧 是 形状 为 
ws, dt) = (wm) dD {2.1.2) 
的 徽 分 形迹 式 , 这 里 的 (8) 仅 和 ww ， ,有关 ， 这 样 的 表达 
去 通 称 为 Piaff 式 或 一 次 微分 形式 ， 当 tt dw! 的 数值 葵 定 时 ， 
ww dz) 的 数值 也 就 确定 了 了 . 
我 们 时 常 世 会 碰 到 此 个 微分 si， dt dw! 的 一 次 微 
分 形式 ,它们 关于 省 租 微分 分 别 为 奖 性 的 (3 共性 形式 ) , 其 柔 数 
为 w 的 画 数 ,而 且 这 形式 关于 各 粗 微 分 是 反 了 称 的 ,这 就 是 形状 为 
(wm, dr) 一 uni WP) Ard sam ht (2.1.3) 
的 微分 表 于 式 ， 且 irin 半 于 下 标 为 反 称 ， 这 立 的 表达 式 通 常 称 
为 此 次 外 微分 形式 ， 我 们 引入 记号 
dm dr 
dw: dt) 
dm ds dr 
ort dri oor 
Mam ot! dorr 


[oz ,号 一 


[ade', Gas, dvrl 一 


[de®, de “7, tp | 一 da rat = da 


四 中 中 


tnt dt Fa A 


就 可 以 把 外 微分 形式 写成 过 为 方便 的 形式 ， 具 栖 襄 来 , 我 们 可 
记 把 如 (zs dw} 写 必 
tm OF) = 这 7 iis, de + Bt] 


{1 fy i 
= Br aia ldet, do, ,dor] (2.1. 国 


的 形状 ,这 里 的 第 一 个 等 号 是 由 于 把 系数 的 下 指标 如 各 , 各, …， 
ta 的 各 种 排列 的 项 先 沈 加 起 来 ， 再 利用 采 数 的 反 称 性 及 行列 式 
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的 定义 而 得 和 到; 及 利用 wa 关于 下 指标 的 反 称 性 和 [de ，… 
dz*] 关 于 上 指标 的 反 称 性 ,就 得 到 第 二 个 等 号 ， 作为 一 个 微分 表 
达 式 来 兆 ,我 们 日 然 可 以 把 同 次 的 外 微分 形式 相 加 ,又 可 妨 在 外 
往 分 形式 前 乘 上 一 个 苏 数 . 

我 们 还 可 以 如 下 的 方式 来 定义 上 个 Pfaff 式 wd),…,wmd) 
的 外 积 [0 ,or*: 
cw {A old) + co (dp) 
{a (da) + 0 (dy) {2.1.8) 


惠 量 下 和 


od) ort{oda) :cor (dr) 
它 是 证 粗 微分 由 ww'，…, drw! 的 区 性 形式 , 有 关于 它们 是 反 称 
时 , 国 此 也 是 一 个 外 微分 形式 . 事实 上 ,如果 
WF, QP) = of (wv) Aw, 

那 末 , 依 行 列 式 的 性 质 立 朗 有 

[or 2, wo ] = ota dp, de, + dr] (2.1.7) 
通常 ,我 们 要 把 系数 写成 关于 下 指标 反 称 的 形式 ,所 以 引 太 皮 称 
化 的 系数 : 


[ob ,68] = 


1 
Qtr dn Ci 一 RB! a Ra, (2:1.8) 


这 里 


0 让 或 1 
拉 非 加 … 寻 的 斤 别 | 


失 汪 | 工 坟 … 训 为 名-… 久 的 侦 排 列 ， 
一 上 六 的 奇 排 玛 ， 
因此 ,就 能 把 [os，…，o 如 写作 
[一 GE (2.1.9) 
呈 比 指出 , (2.1: 息 应 和 祝 为 21- 全 的 特殊 情 现 ,这 就 是 : 在 
od) da, (A) do (Gd) 一 Ce 
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的 情形 , 这 些 式 子 的 右边 各 表示 特殊 的 Pfaff 式 ， 由 {2.1: 介 志 
可 壮 出 , 当 Pfaff 式 作 外 积 , 任 剖 交 换 两 个 因子 时 ， 乘 积 要 变 号 ， 
在 有 些 著作 中 ,外 积 用 号 “人 ”来 雯 示 , 即 
[on, ol = Am, ,0 AA 
一 资 的 外币 分 形式 妈 Pfaff 式 , 次数 大 于 %% 的 外 微分 形式 依 定 你 
慎 为 0， 
此 分 ,我 们 还 可 贞 定 交 图 个 外 徽 分 形式 的 外 积 ， 为 此 ,上 先 现 
定 [oo ， 双 引 刷 [Fe 本，-…， 名 村 的 外 积 为 
[Eee 7, od, Ee, oe, cri 
= es, oe, 0 tl or), (2.1.10) 
特别 ， 
[fae oe, ee, Fda, + dp 
:= drt, "+ Cp, dE < aw] ， [全 -于 .1) 
然后 规定 在 作 外 积 时 有 炉 性 关系 : 
CN 十 Bi， 人 | = a 0, 1+ 8, 2], 
本 a1 60,] ro I oto 0 上 (9419) 
于 比 %, 8 为 性 意 的 苏 数 , 那 林 , 就 可 作 任 意 丙 外 徽 分 形式 的 外 
积 。 及 (8: 上 40) 式 表明 ; 如 1, 只 各 为 站 驶 及 了 于 驳 的 外 微分 形 
式 , 菠 未 
[21, 123d = (—1) “Es, 4 
日 然 , 我 们 还 可 以 定义 阁 干 个 外 微分 形式 的 竹 积 , 俩 如 [E91， 
531， 上 ，[532， 231]， 但 容易 此 到 这 两 个 外 微分 形式 是 相 
等 的 ,所 已 我 地 妨 计 它们 为 
Ld1, {da, al. 
对 考 个 外 微分 形式 作 和 外 积 时 也 是 如 此 ,而 [1， ,ww 等 复 达 式 
就 可 以 理解 为 3 个 Pfaff 式 的 外 积 . 
我 们 也 常 把 好 上 的 图 数 了 解 为 等 九 的 外 微分 形式 ， 而 定 巡 
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[f; 91=f9. (2°1.18) 


§ 亿 -之 外 微分 运算 .Poincare 定理 
对 于 外 微分 形式 我 们 可 以 进 行 一 种 微分 和 运算， 和 它 憾 一 在 次 
的 外 御 咎 形式 化 流 收 十 了 家 的 外 第 分 形式 ， 阅 时 满足 可 加 性 条 
件 . 有 只 体 地 必 ,证 总 一 6[LG2 ,dz*] 次 一 个 单项 的 外 微分 形式 ， 
规定 和 的 和 氏 微 分 D0 为 
Da= [doa, det, .+, deat 


| 3 Loa’, dw, a az™l}, ‘22.1) 
双规 定 
D(a tas) = D3 + DOD,, (2 2.2) 
那 末 对 任 一 外 微分 形式 
pp = 一 元 上 Eap ， "ys ri 
就 有 
DO= 二 [dao daz, ~ dr™*]. (2.2.3) 


DO~ Df ~df ~ de', (2.2.4) 


站 她 为 到 ha 手下 名 一 ccct HE, 
dm  éa 
Or! Dur! 
我 们 也 可 以 对 外 积 进行 外 微分 运算 ,而 得 到 如 下 的 私 式 : 
DHE, to] = [DEA, (a1 十 CC— lr*{, Dl, (2.2. 人 8 
于 此 并 为 的 次 数 . 
型 实 上 ,如 识 ,3 为 前 于 的 外 微分 形式 : 


Do = [ee wi 二 )law’, dr. (2.2.5) 


30 苦 籁 劳 形 式 ，FiaE 方程 [ 问 一 富 
Qa[det, dz， Qs=bldeh, .…, do, 
那 未 
[1, tal 一 如 [CE 
而 
Di, Da] = [1 dv, dro, 1, Or, dp, ,Oa 
—b ae, dr, =, Or + elat, drt, +», di] 
— [iade, dr, wo, OF], bhai, .-., dq]] 
二 (—l*rietas,., de], [db ,dwn , dd] 1 
= [D0 Bal (— Lr DOsl, 
这 就 是 ; (3'2: 合 式 对 两 个 单项 殉 外 微分 形式 成 立 、 由 于 任 窒 的 
外 微分 形式 总 可 以 表示 为 着 干 个 单项 的 外 微分 形式 之 和 ， 由 外 
积 运算 规 旭 (2.1:12) 和 外 微分 运算 的 规则 (3.3.2 ,就 可 推出 
231.) 式 对 一 般 的 全 ,2s 均 成 立 ， 
作为 局:2.6) 式 的 一 个 等 便 , 我 们 有 
Dan) 一 [ds, 0 -+aDd. (2.2.7) 
目 然 ,我 们 也 能 对 多 个 外 形式 的 外 积 进 行 外 微分 ， 从 阐 守 8 
个 上 fat 去 的 外 积 进行 外 微分 时 ,我 们 有 
Die’, @, 2 = LDot, 6, +», 00] 
一 Ee, Do, ,tw | 
+t(—D* Eo, ow, , De’], (2.2.8) 
设 8 为 性 一 外 微分 形式 ,DQ 为 其 外 微分 ， 我 们 有 如 下 的 
Poincaré 定理 : 
定理 只 的 外 微分 D8 的 外 微分 便 竺 于 0, 邹 
DlDAY} =0. (2.2.9) 
事实 上 ,对 只 为 零 次 ,部 当 只 为 画 数 了 时 ， 
小 如， 
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ppr=|d ， ds |— Of [dw!, dw" 


5 
-二 (Br 5 Bor ) [ae doe] =0. (2.3.10) 
对 一 般 的 入 
Qi ge Ed , 1, de®], 
我 个 有 
DO=— ia. 4 OE Ge). 


青 进 行 放牧 分 ,利用 2:2.:8) 式 及 届 :2.10) 式 ,就 风 到 2.2: 仙 式 
前 修成 谋 . 
这 个 定理 的 道 定理 也 往 一 定 的 次 必 下 有 而 卫 ;如果 出 沟 一 外 
微分 形式 ,在 区 域 昌 内 成 垃 
Do =0, (2.2.11) 
及 设 卫 为 的 一 点 , 那 末 在 P 点 有 一 邻 域 Gi, 在 其 上 必 存 在 外 
微分 形式 如 , 悟 
人 = D0 (2.2.19) 
在 6 腊 衬 ， 
我 们 只 村 1 为 一 灾 和 二 次 时 证 明 这 个 事实 ,一 般 情 疯 的 计 
. 论 可 以 其 者 有 关 的 专著 . 
加 果 己 海 Pfaff 式 多 一 wz! 丸和 如 Do 一 0, 那 未 依 :3.: 访 式 


加 有 
Om _ Oa -0 
Bri Om ” 
因此 柚 分 方程 


ofa, [3.2.19) 


4 和 概 共 形式， PiaE 方程 [第 二 娠 


的 积分 可 能 条 件 能 够 满足 , 所 以 对 任意 的 PEG， 有 邻 域 G 及 
在 其 上 定义 的 图 数 f, 使 在 @ 上 能 满足 (2.2.18) , 序 
w= 
Qaylde’, dv!] (es 一 一 网 (9.9.14) 
的 情形 、 先 发 空间 和 维 数 为 32， 这 时 
上 一 不 (0 区 2 ) Fo， Oo ， 
而 号 0; =0 恒 成 立 ， 只 要 合 
4005 2 —| olé, oda, 


A Hr) 一 A (wl, ee) Aw?, 
我 们 就 有 
DO 一 D， 
从 此 也 可 见 治 ,如 果 4 还 充分 光滑 地 依 屯 于 另 一 些 贿 数 , 那 
来 4 也 能 充分 光滑 地 傅 旺 于 这 些 参 数 ， 
对 于 一 般 的 m, 条 件 DQ 一 0 就 是 


DOs— 3 Se [ao do dv] =0, 


于 利用 dy 二 一 xn， 就 得 出 


如 设 全 一 明了 中 一 站 | 吉本 
5 3219 


于 是 问题 归 千 到 要 遂 明 :在 条 件 人 .2. 基 ) 之 下 ,方程 (2.2.16) 在 
总 卫 的 某 一 邻 域 有 解 . 我 们 还 同时 证 明 , 当 ws 充分 光滑 地 依 屯 
于 某 些 贿 数 时 , m 也 充分 光 请 地 依 果 于 这 些 参数 

现 访 所 述 的 事项 对 m~ 工 个 自 谈 量 的 情形 已 成 立 , 进而 时 淮 
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粮 数 党 郊 的 情况 ， 抬 er*' 刘 为 寥 数 , 依 假定 , 必 存 在 mo (a=1， 
+ 竹 一 站 ) , 4 下 


Cas 一 Cae 一 due (2.2.17) 


我 们 要 册 求 作 一 个 疯 煞 @,， 企 什 涌 足 (2.23:1) 中 除去 :2.2.17) 


da _ Od 
EE :名 .1 
Bo” ~ Bo" | Tne, (2.2.18) 
出 此 得 
_Oo, _ dg -| Oana = (5)+ Deno 
OP ODT Oa Om Bs Dr™ Ams Bri * 
同 理 
OD, © Brn )+ On ag 
ete Da Or A 


把 二 式 相 减 ,利用 (2.2.17) 及 (2:2.15) 式 ,就 知道 其 差 式 恒 等 于 
秆 ,这 就 襄 明 解 6 存在, 且 老 ow 荡 注 地 优 束 于 某 站 参数 ,也 
光 涪 地 依赖 于 这 些 参 数 ,这 因为 & 能 由 全 微分 式 


Bae 2 
( Br* TT ne ) de 


遂 过 曲 蕉 积分 (三 单 连通 区 域 中 和 道路 光 关 ) 得 到 . 所 得 到 的 
1， …， zn 能 满足 (2.2.16) 式 ,这 样 就 得 末了 所 要 证 的 事项 . 


人 上 faf 方程 组 ， 完 全 本 积 性 

设 有 个 Pfaff 入 (A2) (一 二 ， ) ;作坊 程 租 
“—af{w) dr —0, (2.3.1) 

称 它 为 Pfaf 方程 租 ， 我们 假定 产 在 区 域 全 中 的 上 舞 点 均 为 独 吉 
时 ,这 对 十 司 ; 对 于 每 态 人, 拘 不 存在 不 全 沪 0 的 数 粗 5, 能 项 
bh aw) dris0 (2-.8-.2) 


34 并 熏 秀 形式 ，Pfa 任 方 各 [第 二 阐 
对 所 有 的 dw' 成 并 ;这 也 就 是 远 , 姐 障 (98) 在 每 点 的 秩 数 均 沟 mm. 
加 果 匡 数 的 (人 入) 满足 下 进深 任 : 在 得 点 (x, 只 要 

微分 ( 忱 满足 避 :8.1 ,也 吏 一 定 会 成 如 
dF— 5 da 一 0 (2.8.8) 


机 PRE 二 抽 吉 人 识 PY,…， 
1 为 (2.8.1) 在 区 域 好 的 个 和 积分 ，; 容易 看 其 BFT, 
了 0) = 日 (wl，…, 1) 也 是 一 个 初 积分 ,这 
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一 上 一 1 ， “ys; 多 =],， “ys 四 | 生 区 域 
1 绝色 一 点 的 牧 数 为 ao, / 则 称 它 休 为 一 租 澳 妆 的 初 积分 依 宁 
积分 的 定义 ,如 也 为 初 积分 ,站 末 必 有 面 数 5。, 使 


一 (2.3.4) 


由 于 (a) 的 牧 为 m, 所 以 独立 的 初 积分 的 个 数 也 至 多 为 办， 

我 们 引 太 定义: 如果 Pfa 任 方程 粗 (2.8.1) 在 一 区 域 鲜 中 有 
”个 下 的 禄 积分 ,于 林 驶 称 它 为 完全 可 各 的 

对 完全 可 积 的 Pfaff 方程 租 , 识 忆 !，…，m 为 一 各 独立 的 
” 初 积分 ,如 有 其 他 的 初 积分 Pr"+ 2 ) w=1, 
mn 十 了 的 秩 数 仍 为 m， 而 矩阵 ( -2 ) 的 秩 数 也 为 om。 由 隆基 
数 存在 定理 可 知 Fm" 必 为 户 ，,…，F" 的 夯 数 ， 双 依据 (2.8.4) 
式 ,我 们 可 知 必 存在 西数 棚 88(z)， 使 


2 一 一 58ag， 即 dE bg (2-8.5) 


又 mxm 方 障 (5 凤 在 每 点 均 必 为 非 异 的 ,否则 ，(- 弛 一 ) 的 秩 数 
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不 会 处 处 为 和， 现 发 (8 旨 为 人 及 的 和 族 联 , 那 未 


这 就 是 阁 
tsm) ds, (2.8.0) 
于 是 得 到 : 
定理 1 完全 可 积 Pfaff 方程 楼 四 的 每 个 Biaf 式 均 可 表示 
泊 它 的 一 租 痢 开 的 初 积分 的 全 微分 的 入 性 币 合 ， 
人 (2:83.5) , (2.3: 人 0 式 , 作 
Do* = [dbasew), dre = [abswy, Beg7], 


所 以 有 
Doar = [mg 08], (2.8:7) 
1 暴 
ws— babs. 
我 们 拇 到 


定理 2 和 如果 Pfa 二 方程 锡 (2.8:1) 为 完全 可 积 , 那 未 宇 的 奋 
边 的 负 微 分 必 可 写成 届 .3- 门 式 . 

当 人 2.3. 攻 为 完全 可 积 时 ,由 (2.8,7) 式 可 知 ,如 果 任意 两 丰 
微分 均 角 使 好 为 0， 那 未 它们 也 能 能 使 D9* 为 0， 这 事实 往往 
襄 戚 为 D4” =0 是 邮 =0 的 “代数 推论 ”. 同时 由 Dr 一 0 为 名 
=0 的 代数 推 请 这 一 事实 ,也 可 推 内 @.3.7) 式 . 事实 上 ,我 们 除 
gr 外, 还 可 得 选取 mn 一 m 个 Pia 生 起 rt ,使 全 
为 独立 的 ,因此 , DF 可 表示 为 


DO*= 5 ag,t0°, gr] 十 ofgo，g9] 二 地 q 名 [go，ba] 


一 一 a 业 i 外 _ 
(为 一 ?十 二， + 人 gy 一 yg tT pe i So ) 


的 形状 .我 们 可 选取 两 程 微分 , 使 ?9=0 而 使 名 取 到 任 间 两 租 


36 证 徽 牙 形式 ，Pfa 企 方 各 [第 二 覃 
可 能 的 值 , 依 假 设 , 我 们 有 oi, 9 时 =0 对 任意 取 的 浅 粗 由 的 
数值 均 成 并 ,所 以 有 sp 二 0, 而 取 


让 1 [| 区 
0 一 可 G8 人 十 987 扣 ， 


我 们 就 有 
De [oy, i. (2.3.8) 
这 恒 是 所 要 诈 明 的 ， 
注 如 果 扫 满足 人 :3.8) 式 ,， 人 和合 大 一 5 式 中 下 为 企 竹 
的 厅 数 , 妈 det|88| 关 0, 吝 未 也 存在 Pfaff 式 a 使 
六 一 Toy, O]. (2-8.9) 
事实 上 ， 
De* = [Tabs, 093] 十 好 fos， O°], 
如 合 
m= (db 0 十 Bo8os ， 
式 中 的 (的 为 (区 的 道 障 , 那 末 (2.8.9 式 就 成 立 . 
我 们 现在 要 考察 定 理 2 的 道 定 理 . 
定理 3 如 果 对 名 成立 2:3:7) 式 ， 有 耶 未 Pfa 下 沪 程 粗 
(2'3:1) 为 完 本 可 积 的 更 确切 地 说 ,对 侣 的 每 点 P, 必 有 一 邻 
域 后 ,使 在 其 中 及-3: 儿 的 m 个 凶 立 的 初 积分 ，. 
首 尘 我 们 堵 窒 m=n 一 1 的 情形 , 这 时 由 方程 2.38:1) 可 叭 
一 定 出 dw -+，dw* 之 间 的 比值 ， 印 存在 未 全 为 零 的 一 棚 贾 数 
入 全 ,8:1} 等 价 于 
Or ea ov" (2.8.10) 


nm 


棋 据 贡 答 分 方程 钥 的 理 葵 , 这 样 的 方程 粗 在 任 一 点 了 P 的 适当 邻 
域 中 恰 有 % 一 1 个 独立 的 初 积分 ， 所 以 定理 对 于 m% 一 mn 一 上 或 
名 一 各 一 的 情形 成 立 . 

现 假 事 定 理 在 %==% 一 (一 1) 时 夏 立 , 而 考察 名 一 2 一 ” 的 
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精 形 .四 于 忆 :3.1 的 系数 定 障 秩 数 为 他 ,我 们 了 凡生 


det|as| 天 个 ， 
否 基 也 可 以 改变 自 变 量 的 次 序 而 做 到 这 一 点 . 作 天 一 QT， 
屠 未 
DO"ti~0 : (3-8.11) 


对 于 方程 租 姑 =9， 的 拉 一 和 而 言 ， 空 奖 雄 数 减 去 万 程 的 个 数 为 
人 一， 而 粮 据 方程 .8.7 和 (2:3:11) 及 归 稍 凌 的 假定 就 知道 ， 
存在 这 一 旋 程 各 的 %+1 个 独立 的 初 积 分 到 Ba， 
叉 选 取 %w 一 品 一 1 个 尾 辣 图 数 六" )… 1" 使 这 % 个 图 数 在 感 
了 的 某 一 邻 域 中 为 菌 数 独 症 , 因 此 可 邻 
ri Fit) 
为 新 的 自 变 量 . 在 这 些 自 变量 之 下 ,我 们 可 证 
P= asp Fr dr 
【一 下 2, 1; DPD=P 二 2 
双 届 在 人 ,8.12) 中 det|Eg| 关 0 ,大姓 名 =0 可 以 改 瑟 为 
Gr — frr, wp) drmt1ie 0 
依 定理 2 的 附注 ,可 知 D8* 一 0 也 为 名 =0 的 代数 推 花 , 但 
Dos ~ [dr, QEmt1] 2 [az?, azm+1] 


证 dz” 一 f(z m7 dzmf， 因 为 此 时 x? dx"mt1 为 任意 ， 又 D8" 


必须 为 0， 所 以 
0” 0, 
DA? 


因此 有 

Dradi— f°* (7p) dr 0. 
这 是 由 m 十 1 个 变量 的 mr 个 方程 所 成 的 Pfaff 方程 往 ， 所 以 有 
% 个 独 站 的 初 积分 了 FF, 回 到 原 求 的 多 和 原 素 的 坐标 系统 ， 我 
们 就 得 到 定理 的 证 明 . 
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”和 纵 空 间 的 一 个 所 锥 曲面 在 每 点 的 名 域 均 可 表示 为 
vif’ Ce, oe, th) (2.3.13) 


趟 中 产 为 光滑 的 夯 数 , 且 甜 阵 ( -35 )(e 一 1,2，… 丙 的 秩 为 下， 
如 果 把 中 和 相应 的 22 代 大 Pfaff 方程 念 -3.1), 就 能 使 它 关 于 
wr 和 dwr 恒 等 地 成 立 , 那 采 就 称 这 个 曲面 为 Pfa 企 方程 的 积分 流 
形 ， 特别 ,如 Pfa 征 方程 从 .3.1) 为 完 公 可 积 , 双 Fl,…， "是 
必 的 一 和 独立 的 初 积分 , 那 未 由 
iO FAO 0 Pm Om 
CO 0， -… ,0O" 常数 ) ‘2-38.14) 
所 代表 的 曲面 一 定 是 Pfa 引 方程 的 积分 流 形 这 因为 ,在 这 一 晶 
面 上 的 w* 和 dw' 满足 
po 
ar 
由 它 能 使 2 一 0。 对 空间 和 任 一 点 (@3,…, % 办 ， 只 要 它 在 和 类 陆 
纪 二 ) 的 秩 为 只 的 范围 内 ,总 可 决定 常数 Ce ,使 Ze( 喇 ，…， 网) 
一 Ce， 所 以 对 完全 可 积 的 Pfaff 方程 ,过 每 点 必 有 一 个 na 一 血 炎 
的 积分 流 形 。 相反 地 ， 如 果 过 每 点 都 有 Pfaff 方程 和 ?一 0 的 一 
个 % 一 m 礁 的 积分 流 形 ,不 站 证 9* 一 0 可 写成 
dr — fw) da) (p=m 人 i, *…, 1%). 
裔 (0,…,0) 为 这 方程 的 定义 域内 的 点 ,过 点 (63，… ,0,…,0) 
的 积分 流 形 上 的 点 至 少 在 这 一 点 近 堆 耻 一 些 曲 糖 构成 ， 这 些 曲 
纺 的 方程 满足 常 微 分 方程 
人 一夫 (oo 
dn (2.8.15) 
二 -一 
和 和 初始 条 件 i 二 0，w* 一 6，w? 一 0, 于 此 巴 为 参数 ， 当 op 充分 


dx 一 0， 
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小 时 ， 议 方程 在 0<i<1 有 人 和解， 如 果 荔 0? 一 wr, 那 未 就 得 到 过 
(0,…,0) 点 的 积分 流 形 的 方程 : 

pr fo (wn, 2) : (2.3.16) 
腕 当 鱼 一 和 了 时,=of 天 为 型 及 媒 的 尖 和 请 的 画 数 ,而 2 一 0 时 ， 
这 一 史 所 以 在 (o8， 0) 的 邻 起 中 , det | -到 5 | 二 0, 因 而 可 解 出 
wf, 得 


P= Fm, wr), 

而 det| 5 | 光 0. 这 些 方程 均 代表 积分 流 形 , 序 4F*~0 和 一 0 
互 为 守 价 ,所 以 Fr(83， 209) 为 mm 个 独 亚 的 初 积 分 , 郎 了 fa 但 方程 
六 完全 可 积 , 因 此 ,还 成 立 

定理 和 二 Pfaff 方程 为 完全 可 积 的 充 要 条 和 件 是 过 每 点 必 有 一 
个 一 mw 和 的 积分 流 形 . 

附带 指出 ， 定 理 4 的 证 明 过 竹中 也 焰 出 了 在 完全 可 积 的 情 
形 下 的 积分 流 形 的 作 容 { 归 千 为 一 个 党 微分 方程 租 的 积分 }， 可 
果 方 程 间 非 完全 可 积 , 依 这 个 方 尘 也 可 作 一 些 n 一 mm 条 流 形 , 但 
不 能 保 诈 尼 是 积分 流 形 . 

此 外 ， 如 9 的 系数 均 为 解析 画 数 ， 当 如 =0 为 完全 可 积 
时 ,积分 访 形 的 方程 仍然 由 积分 常 徽 分 方程 人 .8.15) 所 乔 出 ,此 
时 表示 积分 流 形 交 塘 程 为 姑 和 咯 的 解析 夯 数 . 


$ 之 :4 了 Flaf 系 坑 的 特征 变 最 
访 天 一 本 人 0) 咯 为 3 个 变 攻 构成 的 m 个 Pfaff 式 ， 更 在 提 
出 如 下 的 问题 :能 否 选 择 一 机 (人 人， 区 的 画 数 ,使 它 傈 的 个 数 
尽 可 能 地 少 ,日 为 豆 数 独 开 的 ,但 利用 这 些 画 数 及 其 微分 就 能 完 
公 表 达 邮 ， 该 个 辣 题 是 可 以 完全 解 鼎 的 ， 
我 们 称 Pfaff 上 方 杜 


#0 外 德 号 形式。 上 fa 下 上方 程 [第 二 种 


d= D0, 
Trace Aa? (2.4.1) 
z= Boj Ot ) dvi=0 


为 Pfatf 邓 入 {19 呈 的 特征 石 程 。 可 以 直接 验证 ,特征 方程 不 因 自 
计量 的 变换 而 发 生 锯 质 下 的 变化 ， 王 实 上 上 , 当 我 俩 作 站 变量 的 
下 摘 一 产 (w) 时 ， 


rarer) dr —art sdri, 


式 中 
a (8) =) -52 
特征 方程 中 的 wf 一 0 现 取 形式 
1 /BaF 37、 
5( 一 ) dz'=0, (2.4:2) 


但 另 一 方面 ,可 以 站 楼 计 算 测 

人 名 ye 一 Er 
a 
又 因 det | 后 | 关 0, 所 以 (2.4. 劝 式 和 mf 一 0 等 价 . 

胞 和 芋 区 下 的 

定理 ”Pfaff 有 区 1 小 的 特征 方程 几 为 党 全 可 积 ， 且 1 可 
以 用 这 个 万 杜 的 初 积分 及 其 徽 分 下 达 艳 来 . 

在 诈 明 这 个 定理 之 前 ,我们 先 计 明 

引 埋 ” 蔽 特 征 方 程 的 堪 端 如 ，mg 订 表 示 为 葡 量 人 ,1 
的 身分 ,的 入 性 租 合 , 这 里 的 颁 )…, 鲍 罗列 知 
的 独立 画 数 , 那 末 姑 必 可 表示 为 疾 ，,…, 急 的 Pfa 企 式 ， 

【让 】 再 引信 nw 一 个 丽 数 T(z),，…, 9"(w)， 使 所 有 的 
旷 二 为 商 数 独立 的 ， 以 扩 ,，… 为 新 的 华 标 , 依 假 识 

by)dy (3—1, 2, .-, A), (2.4.8) 

由 于 区 电 可 以 是 d% 的 粗 合 , 在 的 坐标 下 , 这 -~ 性 质 也 保 慷 ， 


& 号 全] Pfs 疗 这 入 的 特征 变革 
所 以 我 们 有 


200% 05) -0 (一 HL -sn 
(Bo By? U (PD 十 本 是 ) ， 


但 依 已 '4:3) 最 民 如 一 0, 所 以 得 到 


ops 
OY” 


~0， 


引 理 新 些 ， 

现 炉 大 定理 的 南明 

设 多 一 和 ,w= 避 为 特征 方程 中 的 名 诗 的 方程 ， 如 pp 一 %， 
刺 末 定理 的 结论 显然 已 丢 成 立 . 如 p= 二 nn 一 1, 这 一 又 社 了 世 显 然 为 
完 人 至 可 积 、 习 所 名 二 为 柯 积 分 , 傅 引 理 , 因 可 由 入, 及 
(及 其 微分 ) 求 事 示 . 如 果 p 坪 % 一 工 选取 op 0 便 
0 的; 国 此 呈 一 Do of 一 0 为 完全 可 积 . 说 其 
初 积分 光村， 信 引 理 ,下 可 用 纺 ， 太 此 微分 表 
寺 ， 7 可 再度 为 站 一 工程 空间 的 Pfa 储 式 , 如 p= 一 % 一 2, 姑 依 蜀 才 
鬼 计 论 , 已 多 可 以 得 到 所 居 的 炎 辣 ; 如 pp 二 % 一 2， 那 未 维 半 利用 
所 用 的 上 北 双 ,把 上 洪 示 为 mm 一 2 变量 的 Pfaff 式 ,这 样 ,在 p=n 一 3 
时 间 业 也 就 可 应 解决 ， 贡 op 二 nw 一 8, 则 继 姥 依 此 步 尽 进 行 下 去 ,- 
最 后 总 会 得 到 :加 可 用 久 ,…' ,8 及 其 微分 表示 ,而 9 纺 ,……, 
亲 = 和 一 0 的 材积 分 ， 由 此 可 时 ， 特征 方程 为 完全 可 
积 , 且 扩 可 蛋 示 为 它 的 初 积分 的 Pfalf 式 . 

看 注意 到 ,特征 上 方程 中 下 耻 方程 的 个 数 如 为 p, 玩 末 拓也 训 
不 能 表示 六 少 于 gp 个 变量 的 Pfa 企 式 ， 这 因为 , 如 果 5 可 表示 
为 型， … Zp) 的 Pfaf 式 ， 载 末 它 的 特征 万 程 到 多 只 有 入 
个 站 立方 程 ， 因 示 六 只 能 等 于 p， 

这 样 就 解决 了 本 芒 开 始 时 所 提出 的 问题 . 

我 们 还 蝇 指 出 下 面 的 事实 : 证 风色 为 一 些 独 立交 Pfa 人 ff 
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式 , 又 
DO" 一 闻 cg [O08, 7] + ag [Os, O°], (2.4.4) 


扼 未 经 的 等 征 方 程 汽 
Be 一 0， as 0. [2.4 .后 
为 此 ,我 们 注意 到 , 依据 D9* 的 表达 式 就 可 以 知道 Pfaf 方 
程 如 一 0 为 完 人 可 积 , 因 此 ,可 得 
一 5 ， QQet ES| 0. 
及 (2.4: 各 可 改写 作 
DO*— 3 biyLdy’, dyr] + BLdy®, 的] ， 


b%y = ab， 5 一 pd. (2.4.6) 
如 计 
Hr blr body det| be| #0, 
以 定义 可 知 ,特征 上 方程 基 
Wa =—0, bpdy m0 ‘(2:4:7) 
星 然 , 社 琶 等 价 于 (3-4: 式 . 


§ 之 : 咏 单个 Pfaff 式 的 规范 形式 
设 已 粹 一 个 Pfaff 式 
/ 0— a(t) da, 8.5.1) 
作 它 的 特征 方程 已 如 .上 节 所 证 ,特征 方程 必 为 完 双 可 积 , 8 可 
以 特征 方程 的 初 积 分 来 表示 . 如果 特 征 方程 中 的 独立 方程 个 数 
为 Pp, 著 末日 可 及 用 pp 个 自 变 量 来 天 示 . 这 p 个 自 变 量 称 为 fa 后 
式 9 的 加 有 变量 , p 称 为 6 的 类 数 ， 委 于 固有 变量 的 选取 述 不 是 
唯一 的 ,我 们 希望 能 选取 到 一 粗 固有 变量 , 使 Pfaff 式 在 局 部 范 
图 内 化 得 尽 可 能 简单 一 些 。 对 此 量 论 的 糙 果 还 表明 : 类 数 相 同 


§ 全 55] 单个 Pfaff 式 芍 规范 形式 4 
的 两 个 Pfaff 式 在 局 部 范围 必 可 以 通过 自 变量 《固有 变量 ) 的 变 
撞 而 相互 转化 .我 全 恬 证 明 
定理 当 p=28 时 , 必 可 进 样 固有 这 量 小 ,…, ”使 
Gy dy td dy ; (2.6.:2) 
当 PP 一 2 二 工时, 必 可 选择 固有 变量 久 , 六 ，…, 9 使 
d= yi od tt a (2-65:8) 
为 证 归 这 个 定理 ,我 们 就 假 届 w! 流 98 的 固有 变 基 , 论 特 征 方 
程 中 药 mw 一 0 沪 
T= tr = 0, 
mi 中 独立 方程 的 个 数 妇 为 反 称 慷 阵 (gw) 的 秩 数 ,这 秩 数 必 为 侦 
数 D， 四 此 当 Pp 一 28 时 ，(e 四 为 满 秩 , 又 8==0 为 zw 一 0 的 推 葵 ， 
当 p 一 庆 十 二 时 ,ke 的 黎 必 为 28,8 一 0 六 不 为 mr; 一 0 的 推 苔 . 
先 证 朋 , 当 p= 二 28 十 1 时 , 8 可 入 成 
p=ap oa), (2:5.:4) 
式 中 由 他 ) 是 类 数 为 38 的 Pfa 企 式 ， 这 时 (a;) 的 秩 数 为 对， 可 
选取 画 数 加 全 )， 红 人) ，… ,EY(Y) ,使 
fie 一 个 ， qei=1 (人 一心， 1,-, 2F). 
再 设 站， …，Yy 为 完全 可 各 的 Pfaff 条 区 mi 一 0 的 站 个 独立 的 
初 积分 ,党 着 六 = …， ye 再 玩 取 姑 数 大 , 储 满 足 
35 和 一 外 (四 ， 
那 末 久 和 …， 9 可 作为 新 的 尝 标 , 画 
0—Yidyit -+ Yady + Yo 
但 当 一 dy 一 … 一 dy 和 *=0 时 , 依 训 和 妨 的 作 半 可见 9 一 dy"， 
所 以 得 了 0 一 工 承 困 为 , 相 诬 于 举 标 4 所 作 的 o 中 世 直 应 包含 
微分 dy" 《这 由 于 天 在 人 泽 标 变换 下 的 变化 规则 , 矶 和 3.4 ,所 以 


”到 利用 条 13 定理 3 的 证 央 注 法 来 验证 这 一 背 实 ， 


4 他 微 代 形式 ，Pfa 生 方 条 [第 二 寿 
易 见 


2 1 。 人 sp 0 
Oa" : ~ am " 
因此 了 G92 十 了 gdg? 寺 … 十 六 gdy2* 为 中 个 恋 量 的 Pfa 在 式 ， 为 
使 9 的 类 数 为 号 十 1, 宪 的 类 数 必 为 入 ， 因 此 它 可 以 取 为 和 从 而 
使 人 2: 五 ' 汪 式 成 立 、 
再 款 明 , 当 p= 铸 时 ,和 可 写成 
上 一 2 有 1 ， (2:6:5) 
式 中 出 是 类 数 为 2# 一 1 的 Pfaff 式 ， 
为 此 ,如 =ade!, 作 态 程 
day (DEST) = en (18), (2.5.6) 
由 于 (so) 为 满 秩 ,所 以 (2) 为 叭 一 确定 的 , 且 由 &; 不 全 为 0, 故 
不 全 为 0 褒 了 Fr (8) 为 微分 方程 粗 dz!: de: dy 一生 : 
全 :的 一 租 独 立 的 初 积分 (a 二 1, 2，-…， nn 一 1)， 因 为 gl 
为 反 称 的 ,所 以 m1==0, 因 此 也 491” 一 0 能 推出 9=0, 选取 六" 
使 可, …，F"* 为 名 次 的 画 数 ,全 几 一 (wn) 为 新 的 自 恋 量 , 期 可 
记 6=Bb4 (vw) dr ,又 村 


DO 一 二 baldw, du], 


于 一 站 (o) .3 ， 
那 末 就 有 型 一 … 一 如 一 0， 且 容易 验 薄 (类似 于 页 40) : 由 
(2.5-6) 能 推出 by 一 和 ,因此 得 2"56 一 Bs 此 即 
Fee bo 
因此 
bo = ha La (20 Eo 


个 全 一 hadrr， 我 们 就 得 到 人 2:5- 辐 式 ， 且 所 的 类 数 必 须 为 


8 .8 单个 Fa 在 式 的 规范 形式 d5 


3 一 藻 册 8 的 类 数 示 可 能 为 28. 

现在 要 用 数学 归 稍 法 得 到 定理 的 桔 诠 ， 首先 看 到 ,， 当 p 一 4 
有， 

0=g (wr) dr = dy, 
只 需 取 g 一 | ze)az 就 可 以 了 ， 当 p=2 时 ,利用 刚才 所 诈 的 事 
实 , 9 一 28: 一 x 到 ,所 以 定理 当天 = 工时 为 霹 ， 谤 定理 当 坊 一 * 时 为 
振 , 沽 至 p 一 肖 十 时 的 情形 、 依 风 玫 所 证 事实 ， 
虽 一 必 1 十 贞 ， 
5 的 类 数 为 28, 因此 , 傅 数 学 归 东 法 假发 得 
d=dy+y dy r++y dy. 
及 如 p= 二 28 十 2, 央 
0=2D = dy) 

个 2 为 靳 的 变量 ， 我 们 就 得 到 8 为 所 要 证 的 形式 . 
定理 让 二 ， 

由 这 个 定理 可 以 史 到 ,在 小 范 园 内 研 究 Pfaff 小 时 , 只 又 研 
完 它 的 规范 形式 就 可 以 了 . 

推 输 ”如 二 次 外 微分 形式 名 满足 


Do=0, (2.65.7) 
那 未 必 可 选取 适当 的 坐标 系 芒 ,使 
7 一 [ee 六， CSTT | 十 :十 [ors, cy] (2.5.8) 


A 破 3， 
[证 」 依据 Poincaré 定理 的 首 定 琴 可 知 , 8 一 D9, 于 此 8 
为 一 了 Pfaff 式 ， 把 这 Pfa 征 式 化 为 规范 形状 ,再 外 微分 我 们 就 会 


”得 到 (2.5.8) 式 . 


谍 记 还 要 指出 ,如 果 所 有 用 到 的 覆 数 宣 只 限于 解析 画 数 ! 实 
变量 的 或 复 变量 的 ) ,本 章 中 的 一 切 鱼 困 孝 能 能 成 立 . 


二 章 ”局 部 李 辞 的 基本 定理 


§ 信 3:I 局 部 举 群 。 第 一 基本 定理 


在 并 娟 古 究 齐 性 空间 微分 几何 学 之 前 ， 我 们 必须 党 担 有 关 
李 群 的 基本 知识 .由于 本 书 的 上 且 的 是 从 局 部 的 观点 来 肝 葡 齐 性 
空间 的 , 赔 而 所 需要 的 也 只 是 局 部 李 群 的 一 些 基 本 知识 ,局 部 李 
群 和 李 群 的 联系 , 蓝 者 可 套 关 本 书 的 附录 ， 我 俩 参照 Uartan 五 . 
的 泪 法 ,用 Pfa 芋 式 作 为 主要 的 工具 来 描记 出 局 部 李 群 的 一 旦 古 
典 的 精 果 (Uartan 上 B. [4]). z 

识 避 为 7 个 实 变 数 的 空 站，…, 好 ) 中 的 一 个 区 域 ,e 汶 
GQ 中 的 一 上 感 。 画 歼 

条 一 六 (3:1.1) 
当 8? (属于 点 的 霖 一 
个 邹 域 中 时 有 定义 , 允 2 (也 属于 我 们 称 在 集合 他 
上 局 部 地 定 信 了 策 尘 运算 ,村 用 
2— wy 

来 记 它 。 如 果 

\i ) 到 站 车 合 律 , 朗 当 (wz 和 (yz) 均 有 意义 时 , 必 有 
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(Wy) z= (Ye); (3:1.2) 
( 许 》8 沟 单位 元 素 , 即 
BT = 6 = 人 w {3:1.8) 


对 任何 wT 成立; 
(iii) gc Y7) 是 天 Vr 的 解析 莉 数 ， 
那 未 我们 琶 称 为 一 局 部 李 群 , 称 8 汶 避 的 单位 元 肝 ， 
个 妨 证 点 5 的 从 标 为 信 ,，…, 0},，(8.1. 加 等 价 于 
pp TY, FD, = pv, pf 0)), (83.1.4) 
(383-1.8) 等 价 于 
To pO, pe) pw, 0). (3.1:5) 
我 们 考 罕 方程 
0=p"(es, 7), (3.1.6) 
当 w= 二 从 时 , 依 (3 汪 1- 双 式 可 知 , 它 必 有 解 六 一 0， 肥 依 些 让 丁 
知 , 在 si=0, 六 一 0 时 ， 


Op 


所 以 存 在 8 的 一 个 分 域 ,在 其 中 方程 (3.1.6) 有 了 唯一 的 解 


y= (em ), (3:1:7) 
使 驳 成 并 Wr{0) =0, 着 有 
pa 0 UV 一 人， (3.1.8) 


这 里 的 好 为 ss 的 解析 画 数 .grr 所 代表 的 元 素 称 为 的 通 元 
县 ,常用 2 来 到 它 ， 用 于 
T=—p (p(w, DD)), Wr) pe, pT), 2)), 
而 当 gg, ?充分 小 时 , 方程 六 = p*(9, 2) 关于 gg 在 & 的 适当 分 域 
中 只 有 唯一 的 解 , 所 以 
| Pp), w=0 ‘3:1:9) 
当 4% 在 e 的 一 个 适当 邻 域 中 时 成 立 ，(3:1.8) 和 (8:1.9) 也 就 是 


48 下部 村 和 群 的 基本 定理 [第 二 之 
Pw le 
局 部 李 群 常常 是 作为 整体 李 群 的 单 侯 元素 的 一 个 坐标 邻 城 
而 出 更 的 ,因此 它 往 往 不 满足 抽 保 烙 的 -一 茹 条 件 , 忆 它 可 这 和 列 基 有 
李 寿 的 局 部 人 性质. 为 用 语 入 便 计 , 我 们 在 后 交 中 所 操 到 的 群 往 
往 是 扎 局 部 群 而 谨 ， 
我 们 要 建 科 局 部 李 群 的 第 一 基本 定理 .把 群 的 冬 法 关系 
31. 攻 依 xz 的 每 裔 数 展 开 , 利 用 3.1: 是 我 们 得 到 
= yoy rest, (3'1.10) 
这 里 的 哎 (V) 为 9 在 e 过 旁 的 解析 图 数 ， 求 写 出 的 项 关于 ww 至 
步 古 二 次 的 ， 由 (3:1: 太 还 可 知 
oi) = {3.1.11) 
识 亡 为 9 中 在 e 近 旁 的 任意 元 素 , 合 
y= p(y, h), 
和 于 姬 
Pt, gly, = p(y, hasty (ly, rst (8.1.12) 
荔 一 方面 , 依 (3:1- 和 9 式 ， 
p(w, py, R= pp{s, y), A) 
— p(y or ot, RY), 
所 以 有 
py, 2) asl py, rst py a ya, RE) 
把 这 式 子 央 边关 于 2s 微分 , 大 全 二 0, 叉 把 下 为 48, 诅 政 为 
,我 们 得 


ep lm, Y)) — PS (0). (38.1.18) 


依据 (3-1-11) 式 , 答 陋 ( 履 (四)) 在 。 的 一 个 邻 域 中 是 可 道 的 , 合 
其 道 阵 为 (as(y)) ,又 芭 
a (8, dr) 一 一 {wm) dys, {3:1.14) 


8 3.1] 局 部 攻 群 . 委 一 基本 定理 49 
于 末 (8.1 -8 ，(3.1.183) 瑟 明 : 大 一 me 各 jy) 是 Pfa 企 方 栓 

rx, dL) 0 (, de) (8:1-15) 
局 =0， 2* 一 7 为 梓 始 条 件 的 解 ， 因 为 sr 为 任意 的 ， 所 以 由 
此 本 民 推 出 方程 148 二) 为 党 全 可 各 ， 

梢 反 地 ,如 有 一 承 解 析 孚 数 的 Piaff 式 "Cw, 88) , 它 傈 在 点 
WD,，…, 0D) 的 -一 个 邻 域 中 为 独立 的 ( 朗 det| 码 (0) | 天 0) ,又 Pfaff 
方程 租 (8:1.15) 为 完 双 可 积 ， 而 2? 一 g*(w, 提 ) 为 满足 宦 嫩 条 性 
gp”, 8) 一 V7 的 解 , 那 未 g*(w, 9) 能 够 作为 一 个 局 部 李 群 的 贰 
法 关 杀 .事实 下 ,我 们 考 塞 副 数 

| rp"(p{ws Y), 2), 
忆 清 是 方程 

S(t, dz) = (p(w, Y), dp (we, of)) = (8, dr) 

和 初始 条 件 2* 一 0， 2* ~ gp"(y, 2) ,这 就 是 

PPD, Y), 2) — p(s, glY, 2)), 
所 以 以 迪 避 , 钾 所 定 必 的 乘法 运算 涡 足 车 合 律 . 因为 (wm, dz) 
为 解析 采 数 的 ,所 以 pg" 关于 2 3 均 为 解析 的 .此 外 , 利用 初始 
条 件 有 显然 有 

Pp"{0, 2) 一 2 ， 

局 部 李 群 的 条 性 已 轻 满 足 ， 

这 样 , 我 们 便 薄 明了 

定理 1 训 台 为 了 套数 的 局 部 李 有 群 , 妈 存 在 ”个 独立 的 .县 
解析 系 煞 的 Pfa 企 式 i*(w, dw) ,使 具 性 质 : 

( 主 } 了 faff 三 称 租 

i (x, dF) = "(yw, de) (8.1-.15) 
元 他 可 得 . 
‘) 局 一 0, 2 一 时 为 初始 条 件 的 解 
T= p(w, Y) 


Bo 局 讲 李 群 的 菇 本 定型 [第 三 娃 


序 为 铬 的 乘法 关系。 双 其 道 也 胞 立 , 邵 :如 有 具 解 析 承 数 的 了 7 个 
独立 的 Pfa 红 式 闻 人才 ,gt) ,其 相应 的 Pfa 任 方程 (3:1.1B) 为 完 至 
可 积 , 那 末 依 初始 条 件 ( 认 所 作 的 画 数 pg" (zx, 胡可 作为 一 个 肩 部 
李 群 的 乘法 关 矢 . 

这 个 定理 带 称 为 局 部 李 铬 的 第 一 基本 定理 . 

注 ”在 姓 明 定理 的 第 一 部 分 时 , 我 们 有 总 (0) 一 站 , 但 在 放 
明道 定理 射 , 没 有 这 个 限制 实际 上 , 这 个 限制 逢 非 几 要 , 这 因 


为 ,我 们 如 应 
0" — ols 


来 代替 "(这 里 咀 为 常数 ,det|62| 关 0) ,性 质 直 ,( 记 仍然 会 保 
留 。 如 果 我 们 限定 每 个 Pfaff 式 依 数 量 的 变化 规则 来 变 的 疾 ?， 
08(0) 一 外 的 性 质 在 坐标 变换 下 可 能 受到 破坏 , 但 是 ,如果 规 定 
%" 在 坐标 变换 下 依 在 6: (0,…, 0) 点 的 反 变 向 量 一 样 地 变化 ?， 
那 末 这 种 特殊 的 we (sw, dw) 就 能 保住 它 的 特点 。 我 们 通称 满足 
定理 工 中 的 条 人 性 前 了 个 独立 的 Pfa 人 ff 式 和 粗 为 群 的 第 一 类 不 奕 形 
式 的 完全 条 , 如 再 要 求 蝶 (0) 一 站, 就 称 它 为 规范 的 。， 由 第 一 类 
不 变 Pfaff 式 系 中 的 Pfaff 式 常 系数 龙 人 性 粗 合 所 得 的 Pia 企 式 通 
称 为 群 的 第 一 类 不 变 Pfa 全 式 ， 另 外, 我 们 还 注意 到 如 果 规 定 


"(vw dm) 在 坐标 变换 下 依 数 量 的 规律 来 变 , 那 未 在 坐标 条 入 w 


下 淳 (0) 一 各 (0) oh, 于 此 中 为 5- 在 wr? 一 0 时 的 数值 ,所 以 ,可 


选取 适当 的 坐标 了 污 芒 ,使 已 葵 的 一 粗 各 te, dz) 化 为 规范 的 ， 
现 范 的 第 一 类 不 变 Pfaff 式 还 有 如 下 章 处 ;由 (3:1.10} 可 知 
PS (y, 99), = a (dy + gy dy, 
式 中 “三 认 不 计 dy 的 二 阶 有 以 上 无 笼 小 时 的 相等 美和 邓 由 此 得 
Gy, dy) = Yd yr, (3.1.16) 


》 即 在 华 标 变换 £4 一 x#* (w) 下, 成立 Be 人 而] 一 J (vy dx)， 
” 扫 在 全 标 变换 加 一 zd(2) 下 ,成立 如 (5,45) 一 53stw,de) 而 叶 一 ( 


ae 
Hp p=" 


§ 3.2] 第 二 基本 定理 , 端 三 其 标定 至 , 561 


这 式 子 的 意义 是 : 元 娄 y 一 dy 乘 灸 元素 扩 后 所 得 的 元 素 的 坐 
标 在 一 阶 无 穹 小 范 团 内 六 "ty, 9y) , 同样 ,也 有 
Sy I = YA, 
节 后 ， 0 一 糙 充 分 沾 请 的 男 歼 
到 一 产 (22) 只 要 det 在 sw 一 0 时 不 汐 0, 都 可 训 用 来 作为 


群 和 所 的 局 部 上 坐标， 有 当 产 (29) 为 解析 画 数 时 ,我 们 称 ( 四 为 解 
折 举 标 . 又 (2) 笛 身 也 为 解析 坐标 .在 解析 坐标 下 , 科 活 关系 也 
怀 皖 为 解析 的 ,又 "(sw, dw) 的 系数 了 岂 通 保持 为 解 折 . 


$$ 33: 室 第 二 营 本 定理 ,第 三 若 本 定理 


证 人 5 为 局 部 李 知 全 的 第 一 当 丰 变形 式 的 完全 有 系 , 由 于 二 
程 (3:1.15) 冲 


i" (z, dx) 一 曾 “ (好 ， dr) (3.2.1) 
为 完全 可 积 的 ,所 上 
Das (zs, dz) = Ds” (w, dg) (3.2.9) 
应 为 (83.2.1) 式 的 代数 推 匣 .如 起 
Ds* {sw, dz) 一 二 cgéy (we) FS 
(og (2) 09atT) ) ， (3.2.8) 
那 末 由 (82.2)，(3.2. 二 就 推出 
{ogy (2) 一 只 (2)} Lee, HY] =0 ‘(3.2:4) 


对 任何 的 x， ww dosg 成 立 ， 置 ie 一 0, 取 zr 为 尾音 数值 , 并 
认为 97, 又 因 x, daw 可 取 为 任意 的 两 租 微分 ,而 as 为 个儿 
亚 鸭 上 fa 在 式 , 关 昌吉 关于 下 标 为 反 称 , 所 以 由 (3.2. 全 就 能 锥 
出 

cr) — ch (0). 
这 来 赴 , 06 Lt) 实际 上 和 #2 无关 , 是 一 粗 党 数 ， 所 以 13.2.8) 就 


53 扇 间 地 群 的 基 床 定理 [北三 带 


可 号 成 
Di 7] (ch), (3-2:8) 


这 一 方程 称 为 Uartan-Maurer 三 程 ， 常 数 0 称 浆 群 的 鱼 构 常 
对， 和 再 对 (3.2. 引 进行 镍 微分 ,利用 Poinearé 定理 , 开 边 的 外 微 
分 为 0, 在 过 的 委身 分 中 , 表 应 用 (83:2: 护 式 本 身 进 行 化 简 , 就 
会 得 到 
C08,0a + oR y eRe) LY, Sr, 3] =0,. (3:2.6) 
多 为 种- 为 站 个 独立 的 Plaff 式 ， 晶 (3:23-6 的 邓 数 关于 指标 了 Y， 
s, 六 有 反 称 性 ,所 应从 此 推出 车 构 常 数 上 所 应 满足 的 式 子 
(Cg 二 (Ca 二 00 一口 (3.2.7) 
这 式 子 和 常 称 为 Jacobi 恒等式 . 
归结 上 这 车 果 ,我 们 得 
是 捍 1 (第 二 基本 定理 ) 说 六 为 群 的 第 一 糯 不 变形 式 的 
完全 条 , 那 末 就 成 立 Qartan-Maurer 方程 (8.2.5), 右边 的 条 数 
cay 关于 下 标 反 称 , 且 满足 Jacobi 恒等式 (3:2:7). 
更 在 考 息 一 个 反面 的 问题 : 旋 已 答 常 数 粗 吃 ,, 关于 By 为 
反 称 , 双 能 满足 Jacobhi 恒等式 , 问 是 否 在 在 一 局 部 李 群 ,家 应 咯 
为 精 构 常数 . 事实 上 ,我 们 有 
定理 2 (第 三 基本 定理 ) 设 0 为 一 各 已 容 的 常数 , 关于 
下 标 反 称 , 又 满 中 Jacohi 措 等 式 , 那 未 必 存 在 一 个 局 部 李 群 ,以 
06, 为 精 构 常数 ， 
根据 第 一 基本 定理 ， 欠 要 求 得 一 租 独 立 的 Pfaff 式 
人 0 一 4 ,和合 A8) 为 骨 术 图 数 ,又 注 足 Qartan-Maurer 
方程 就 可 以 了 ， 据 此 ,我 们 得 天 一 个 偏 微 分 方程 租 


348 BA , 
Bn Bo 3.2.8) 


需要 求 的 是 这 个 方程 租 的 解析 解 ,有 旦 应 满足 det| 485| 0。 我们 


§ 3 3] 第 二 基本 定理 ,第 三 基本 定理 
考察 常 微分 方程 租 


OS 68— 6 (8.2.9) 
和 初始 汉人 忻 
上 一 0 0, (3.2.10) 


式 中 的 为 一 组 参数， 多 所 知 , 如 果 竺 取 在 上 全 的 某 一 邻 
误 内 ,就 可 以 保证 方程 (3.2:9) 在 初始 条 件 (3'2.10) 下 有 在 0<# 
下 | 中 均 为 解析 的 解 、 解 还 依 蒜 于 ee 且 为 它 的 解析 画 数 , 走 可 
认为 2 

GE= Et, ,et, 6T) (3.:2.11) 

如 是 

$m) — (1, vl, +, Wr), (3.2.19) 
那 末 4 为 罗 的 解析 夯 数 .我们 要 证 ， 这 租 画 数 就 满足 偏 微分 
考 程 人 了 8 且 , 且 当 咏 充分 接近 于 0 时 ,的 确 有 det| .48 关 0，、 事 
实 上 ,把 (3:3:10) 代 天 (8:2: 提 式 , 并 把 它 关 于 er 微分 ,我 人 得 


本 -5 ) = 一 一 个 ps 


6 — 0 
表 一 方面 ， 
pp) = + pg ler 
~—0%py+ oN pe— er pap Cc, + ches,) ， 
利用 Jacobi 恒等式 就 有 
(ohghps) 一 0 十 cE 十 orpa peescs, 


因而 


国有 六 由 本 
-ek (Gs — 1) 


54 局 部 地 群 的 基本 定理 [党 三 章 
有 =D 时 成 立 g$=0, 所 以 也 -有 


DPB 
Her 0, 
因此 ,.t=0 时 成 六 
Ops spr Ey FE 
Bor ~ B00 + pap n. 


(3.3.18) 可 以 看 成为 一 个 多 性 的 党 微分 方程 租 , 栋 据 Uanoechy 疝 
题解 的 崔 一 性 定理 , 带 得 到 


Om Op E 
3 一 中 术 十 只 op3 一 和 


外 好 成 并 ,特别 分 1=1, 就 得 到 (3.2:8) 式 ， 友 当 B==0 时 臧 立 
| 六 3 一 过 一 6, 
“所 改 当 @ 充分 小 时 有 get| 4 红头 0, 这 样 就 证 明了 所 需要 的 全 部 
断 匡 、 定 理 2 评 上 替 . 
为 了 寻 一 步 说 明生 构 常 教 对 于 局 部 李 群 所 鸳 的 决定 柱 作 用 
和 起见 ,我 们 天 引 大 
定义 ” 责 个 了 维 的 局 部 李 群 ,Ga 之 间 如 有 上 映 象 
了 人 一 4 {wiEt, ws EC), 
尼 湖 足下 述 性 质 : 
(1) 畦 的 定 驻 域 在 后 的 单位 元 素 拉 的 一 个 充分 小 的 邻 
城中 ,的 值 城 在 他; 的 单位 元 带 & 的 一 个 充分 小 的 邻 城 中 ， 
(二 ) 当 的 6 各 取 解 本 举 标 时 ;如 把 允 邢 示 为 方程 
Le pe (we) ， 
Op" 
Bs 


(证 ) 成 下 关系 式 
Co) (da) — Twn ， 
那 林 工 称 为 后 部 李 群 Bl 和 Ga 之 间 的 一 个 同 构 . 由 ( 动 可 知 在 


关 日 : 


3 靖 二 基本 定理 ,市 二 基本 定 进 56 
(0, …，0) 的 适当 邻 域 中 对 应 必 为 一 对 -一 的 ， 如 果 局 部 李 群 全 
和 Gs 之 问 存在 一 个 同 构 全, 那 未 就 称 它们 是 同 构 的 思 . 

和 普通 的 群 的 同 构 一 样 ,根据 定义 我 们 衣 够 推出 

Te=es, Twi) (Te) 

我 们 有 

定理 8 具 相 同 的 精 构 常数 的 两 个 7 蕉 局 部 李 群 必 向 构 ， 

【 谈 】 傅 假 芒 这 两 个 局 部 李 群 各 有 第 一 类 的 不 变形 式 完全 
系 "tw dr) 和 如 (2，o2)， 使 成 立 


名 


Dis"(g, op) —5# ch [ee, 7], 
| (8.2.10 
DO" (x, dx) -二 cs [5, £7]. 
作 Pfaff 方程 : 
Ce CE, d3) se (ew, dio), (8.2.15) 


依据 全 .2.14) 可知 写 为 完全 可 积 的 ， 灸 w* 一 0, 22=0 为 初始 条 
和 件 ( 这 里 设 两 群 的 单位 元 索 的 坐标 都 是 (0,…, 人 路), 我们 会 得 到 
解析 解 
i (8:2.18) 
由 于 9*,， er? 均 为 独立 的 Pfaf 式 ， 如 果 在 (0, .…, 0 点 部 的 系 
数 为 人 (0) ,si* 的 系数 为 48(0) , 那 末 由 方程 本 身 可 见 
Om” 


Be 0 AFCO0) AZCO), 
式 中 的 佑 (0) 为 方 阵 (43(0)) 的 着 障 中 的 元 素 , 因 此 
det Or 0 
此 


在 (0,…, 站) 的 一 个 分 域 中 成 立 。， 所 以 , 如 依 (3.2.16) 作 群 B 


D 玉里 的 同 构 黎 指 解 析 的 司 构 ， 且 为 局 部 同 构 ( 昆 附录 ) ， 因为 听 戎 的 为 局 部 
李 群 用 局 和 枸 二 守 二 会 引起 前 解 . 


56 局 部 李 群 的 基本 定理 [第 三 省 
的 举 标 变换 , 那 未 群 G5 的 第 一 类 不 变形 式 系 就 化 为 
全 2 人) = ys, dw), (8.2.17) 
因 此 ,在 这 一 上 坐标 条 下 , Gs 的 乘法 关系 和 Ga 的 陛 法 关 和 相同 ,所 
以 , 刀 果 我 们 把 具 阿 -- 沧 标的 元 素 作 为 群 @i 和 is 的 对 应 元 弱 ， 
悄 示 这 个 对 应 就 是 一 个 同 构 . 所 以 群 @a 和 Gs 是 同 构 的 , 证 华 . 
由 此 可 网 ,类 构 常 数 除 间 构 外 完全 剂 划 了 局 部 地 群 的 性 质 ， 
但 我 们 还 应 得 出 ,在 群 的 未 变形 式 孙 部 作 了 变换 


D2 — eds det|cs| OQ {3.2.18} 
这 后 , 精 构 常数 也 应 有 变换 . 
Ch 一 CHC， (8:2.19) 


式 中 履 为 {02) 的 道 联 中 的 元 崇 , 因 此 定理 3 可 拓 广 汶 

定理 3 说 两 个 7 区 的 局 部 李 群 的 糙 构 常数 之 问 满足 关系 
式 (8.2.19) , 那 未 这 机 个 局 部 李 群 一 定 同 构 . 

附带 指出 ,在 定义 局 部 李 群 全 时 , 我 们 保留 其 他 的 要 求 , 但 
只 假定 绰 法 关 柔 式 有 连 鞭 的 三 阶 导数 ， 那 末 照 样 可 以 作出 
?ts 和 如, 但 部 (ww 加) 的 系数 只 能 有 回炉 的 二 上 阶 的 导 
数 ， 但 由 巍 依 定理 2 的 方法 起 定 出 一 -大 具 解析 系数 的 半 (， 
dz) ,再 利用 完全 可 积 的 方程 租 

1“ (2 G2) ~— (8, de) 

可 决定 对 的 一 个 坐标 系 舟 (x+)， 在 共 的 续 法 关系 依 此 坐标 系 
黎 来 说 是 解析 的 ,这 事实 也 可 以 费 成 为 :如 把 局 部 李 群 的 乘法 洋 
系 的 解析 性 要 求 降低 为 一 定 的 光滑 性 ， 那 末 我 们 实质 上 沪 有 得 
到 新 的 对 人 象 ,只 要 适当 选择 上 坐标 次 换 , 仍 向 复 到 满足 原来 的 定义 
的 户 部 李 群 ， 


§ 3.3 李 鲜 的 第 二 类 不 变 Pfaff 式 
如 果 把 局 部 李 群 的 乘法 关系 展开 为 
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¥° YB) =m) 二", (8.8:1) 
作 {5 有 的 刘 陈 (2 , 合 
om, dm) — btw dws, (8.3.2) 
我 们 照样 可 以 得 到 


ii wr (wd2) 为 具 解 析 条 数 的 独立 的 fa 证 式 ; 
{ 坟 ) Ptfa 企 方程 朝 
om, dr) 一 已 < 人， 人 
为 完全 可 积 , 依 韧 始 条 件 2 一 0, er 一 gr 的 解 为 对 法 关系 式 
Kr pr (Y, LE) 
(ii 因此 也 成 剖 


Dortsw, ds) = 豆 1 和 [2，o7] ， 


这 里 的 哎 , 为 常数 , 卫 满 足 Jacobi 恒等式 . 
ob，GD) 称 为 规范 的 第 二 类 不 变形 式 的 完全 陵 , 寂 届 的 任 
意 的 常 系数 燃 性 组合 称 为 第 二 类 不 挛 形 式 ， 
和 以 前 一 痒 ,可 以 看 到 
Pw AF) ) 二 dr, 
因此 ,规范 的 第 二 类 不 变形 式 可 由 
was, Ur) 三 出 (二 十 < 
所 确定 ， 
为 求 出 洛 和 虱 , 的 关系 ,我 们 在 全 上 定义 另外 一 种 乘法 关 
了 系 :2 和 824 两 元 素 相 习 以 后 得 到 元 素 “， 其 坐标 为 
=, y) =— p(y, T). 
依据 这 痒 的 乘法 关系 , 我 们 显然 也 会 得 到 一 个 局 部 池 群 吾 ， 事 
实 上 ,四 
pp Y), pa, Pts, = ps, POY, 2)) 
— gp (ps, YF), wT) = hy, Wy, 2)) 
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就 能 验证 结合 律 的 成 立 , 其 余 的 条 件 更 为 显然 . 

依 定 义 ， 群 五 的 第 一 类 不 变形 式 的 完全 条 序 为 好 的 第 二 
类 也 变 形式 的 完 人 至 条 ， 如 果 作 对 应 

二 人 一 多 

并 把 室 视 为 从 如 到 袁 的 对 应 ,这 个 对 应 是 同和 构 , 这 因为 , Tw 和 
Ty 依 群 玉 的 弱 法 关 条 相 滋 就 是 y+ 和 w-! 依 群 G 的 乘法 相 乘 ， 
因而 得 到 gw 一 一 人 (gy) ,其余 的 条 什 是 显然 的 ， 

因为 群 的 司 物 可 以 有 相同 的 主宰 常数 ,所 及 区 , 也 是 出 现在 
第 一 类 不 次 形式 中 的 精 袍 常数 ,而 且 由 这 些 座 述 立 朗 可 以 推出 

OD, do) = (he), Ql )， 

式 中 的 部 为 第 一 类 的 不 次 形式 , 由 人) 表示 2 的 道 元 素 ， 

两 类 不 变形 式 实际 上 具有 平等 的 地 位 ， 关 于 第 一 类 不 变形 
式 的 性 一 性 质 都 可 以 有 第 二 类 不 变形 式 的 相应 的 性 质 ， 而 且 其 
推导 是 元 全 平行 的 .我 仙 在 本 章 中 往往 只 就 第 一 类 示 变 形式 进 
行 灶 验 ,其 娃 果 均 可 平行 地 沿用 到 第 二 类 不 变形 式 ， 

我 们 在 后 交 中 再 叙述 不 变形 式 这 个 名 性 的 由 来 . 


§ 3.4 子 群 正常 子 群 


先 引 入 局 部 李 群 的 子 群 的 定义 . 

定义 ”在 了 粮 局 部 李 群 G 中 有 一 过 e 的 nn 六 解 析 流 形 巨 ， 
在 6 的 适当 邻 域 中 的 任 两 元素 的 乘积 都 在 豆 之 内 ， 那 未 如 就 
称 为 群 G 的 于 群 3 

机 瓦 的 方程 天 示 为 z 
z / pr fo oe, an), (8.4.1) 
这 里 产 为 解析 轴 数 ,满足 

和 一 (人 ， (3.4.2) 
我们 在 这 里 只 时 前 解析 子 群 。 上 后 交 中 将 对 这 一 盆 制 作 补 充 的 说明 、 
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且 短 耳 { 2 ) 在 。 名 近 的 秩 数 汐 %， 认 wEHN, yeEH, ?2 一 wy 的 
坐标 疙 
pF), FV)). ‘(3-4.8) 
依 定 光 ， 在 在 本 和 pw, 9) 使 z 
fy, 9)), : (3'4.4) 


这 里 的 由 (w, 0) 必 为 w, 4 的 解析 画 数 ， 这 因为 从 (8-4. 分 解 出 
上 ,可知 上 必 为 (实际 上 是 部 分 的 **) 的 解析 一 数 ， 妈 利用 
(3.4.3) 可 知 z 为 w ov 的 解析 村 数 , 因 而 有 此 精 果 . 互 中 的 元 素 
关于 滋 法 显然 满足 辐 合 律 ， 双 。 仍然 为 单位 元 素 ， 因 此 我 们 可 
得 :局 部 李 群 的 于 群 必 为 局 部 李 群 2. 

和 普通 的 群 洽 中 一 样 , 识 4EG, 表达 为 Ha 形状 的 元 案 的 
集合 称 为 一 个 而 旁 集 , 右 蓉 集 的 方程 为 


wr gr (Fa), 8), (3.4 


它 当 a 适当 小 时 有 意义 ,也 为 解析 流 形 . 
现任 取 过 。 的 另 一 "+ 一 n 灯 解 析 流 形 ， 使 它 和 五 在 e 点 波 
有 公共 的 切 向 量 , 不 妨 设 这 一 波形 的 方程 为 
一 一 的， (8.4:0 


并 县 往 6 后 7 ss 地 一 本 1 p=nt 1, "ee 站) 入 让 小 
个 蓄 性 独立 的 茹 癌 量 . 分 
天 ， (3:4.7) 


屠 末 扬 为 的 解 术 醒 数 ,而 且 容 易 险 省 det ( 名 5) 在 如 一 0 时 
不 为 0, 因此 (3.4.7) 可 作为 解析 坐标 的 变换 、 在 此 变换 下 于 群 


具 古 程 
w=0, (3.4.8) 
b 根据 和 3 工 的 灶 果 , 逆 元 素 的 存在 芬 局 于 互 是 不 成 辣 题 的 


br 
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而 
ww 二 Cc? (69: 常数 ) (3:4.9) 
表示 兹 集 . 从 此 还 可 昆 到， 在 这 坐标 柔 药 下， 当 & 为 元 素 (a， 
Br) 了 时 在 瘀 人 梨 吾 & 的 方程 也 是 如 = 可， 事实 上 ，( 轩 ，…，o) 
各 tO 0 晤 1 ， 属于 同一 旁 集 , 和 普通 的 群 喻 的 车 果 
一 样 , 这 丽 个 元 素 所 决定 的 右 淤 第 相同 , 因此 就 是 如 一 加, 所 以 
各 义 下 雪 全 有 雾 第 的 全 从 现 仍 用 信 来 训 
， 由 群 的 滋 读 关系 可 知 ， 赦 4 和 五 ,VE 五 eg 央 wy E.Hs, 因此 
pir, 0; yf, y=, 
低 $58:1 的 记 导 ,我 从 有 
a y=0, 
因此 也 有 z 
ofty) 一 0. 
有 此 就 知道 部 分 的 规范 的 第 -一 类 不 变形 式 
{sw, A) 一 一 需 ()Gaz = — (8) ds, 
因此 Ptafi 访 程 租 涵 一 0 为 完全 可 积 ， 其 全 有 系 初 积 分 可 选 为 
WP 《及 一 名 二，…， 7) 而 积分 流 形 : 


说 一 const 
分 别 代 表 子 群 和 旁 集 . 
相反 地 ,如 果 能 选 到 7 一 n 个 独立 的 第 一 类 不 变形 式 i?, 使 
Ww, dv) =0 | (3.4:10) 


为 完全 可 积 ， 那 未 这 个 方程 的 过 e 点 的 积分 芒 形 必 为 子 群 ,其 他 
的 积分 流 形 必 为 旁 集 . 
为 了 诈 明 这 一 点 ,我 个 选取 坐标 系 租 ， 使 wr? 就 是 (3.4.10) 
的 7 一 个 独立 的 初 积分 ， 且 (0 … 0) 为 单位 元 素 ， 这 天 
ww? (wv dw) 可 书 为 
i (8, do) 一 由 (ozr， detfdg) 关 0 


g 8.4] 子 群 . 正常 子 群 el1 
琴 群 的 乘 狼 关系 gg” 满 是 
Aglg dp = ATV) AL', 
所 以 我 们 有 : 
geo. 
因此 
pp (2 0; of, YF) = p70, OF Fl, FP) = (3:4:11) 
特别 ， 
pro O; yi, 0 一 DO {3.4.12) 
所 以 ,出 方程 sr? 一 0 所 定义 的 % 灯 解析 流 形 瑟 中 。 的 适当 邻 域 
内 的 任 两 元 崇 的 乘积 都 在 吾 中 ,因此 如 沟 子 群 ， 双 由 (8:4:11) 
看 出 , 右 变 和 集 Hw 的 确 由 人 = 中 所 决定 ， 
因此 我 们 得 到 
半 理 1 设 外 为 局 部 李 群 全 的 ?一 % 个 独 江 的 第 一 类 不 候 
Piaff 二 ,六 =0 为 和 全 可 积 , 那 未 这 一 Pfaff 方程 粗 的 呈 蕉 称 
分 诉 形 必 为 和子 群 及 右 洲 梨 系 . 民 其 着 地 所 宇 , 即 ， 的 任 一 % 杂 
子 群 及 其 旁 集 必 为 适当 的 方程 粗 闻 ==0 的 积分 流 玉 : 
由 些 可 艺 ， 寻 求 一 个 局 部 李 群 的 子 群 的 赔 题 可 归 糙 为 求 一 
此 不 变形 式 的 保 合 , 钝 由 第 们 能 构 胶 完全 可 积 的 Piatf 方 积 粗 ， 
注定 区 中 所 装 的 于 群 是 解 折子 群 ,但 我 们 还 有 下 述 事 实 : 
把 五 为 解析 流 形 的 条 性 放 标 为 03 的 流 形 , 逐 傅 群 的 滋 法 关系 
潢 是 局 部 群 的 条 件 ， 那 未 依 定 娃 的 证 明 可 兄 , 地 站 有 党 入 也 
是 出 一 和 完全 可 积 的 Pfaff 方程 
Ca (EE, HW) 一 站 
所 定 沈 的 ,所 以 所 仍然 为 解析 流 形 ， 
用. 引 大 
定义 ” 识 瑞 为 局 部 李 群 避 的 子 群 ,如 果 对 任何 6 的 一 充分 


i 局 部 李 群 的 菇 本 定理 [第 三 容 
小 邻 域 中 的 任 音 元 染 4, 均 成 立 4 瑟 二 Hg, 那 来 五 就 称 为 正常 
子 群 ， : 
这 里 的 g 五 一 Ha 是 指 在 局 都 意义 下 成 立 ， 即 有 五 在 e 的 
一 个 邻 域 五 ;， 能 有 有 a 瑟 ! 一 Hig, 等 号 表示 左边 和 右边 这 两 个 集 
合 由 相同 的 元 素 构 成 . 
发 瑟 为 呈 蕉 的 正常 子 群 , 那 末 它 交 先是 一 个 子 群 。 选 取 适 
当 的 坐标 系 竺 ， 就 能 使 ?一 0 为 瑟 的 方程 , 如一 oo 为 游 集 的 方 
程 (这 时 有 过 集 和 左 旁 集 的 称 念 是 一 致 的 )， 由 于 这 时 成 立 
4 肛 .6 昌 一 48 了, 所 以 在 乘法 关系 中 的 g? (vw', vr; Yi, 和 i, 
都 无 关 , 部 
PL, wr yl, 1) = pr (0P, YD ， (3.4.18) 
因此 , pr?(99, 9) 的 展开 式 中 除 吕 (2) 一 0 奸 , 还 有 吕 (z) 只 依 瑚 
于 好 ,因此 得 凶 (%, dx) 不 仅 能 表 为 dx? 的 微分 的 租 合 ,而 且 它 
的 系数 也 只 依赖 于 sw?，。 / 
其 逝 , 如 在 群 届 的 第 一 类 不 变形 式 中 , 能 找 出 7 一 n 个 没 立 
的 Pfa 音 式 各 ,使 部 一 0 为 完全 可 积 , 目 加 可 由 着 一 0 的 初 积 
分 及 其 微分 泊 完 全 表达 , 记 这 些 初 积分 就 是 wp, 如一 0 定 尽 了 于 
群 五 , 在 这 样 的 条 件 下 , 当 我 们 考察 方程 
Ww dR) = "wy, dr) 
时 ,就 可 以 把 一 部 分 方程 
WE, IL) 一 省， (3:4.14) 
”分开 来 积分 ,因此 , 群 的 乘法 关系 中 gp? (w, 9) 不 依 囊 于 sz， 和 六 
. 因 五 由 =0 定义 ,所 以 及 集 Ha 由 
gl0, gan 
所 定义 , 双 游 集 五 由 
P= ps, 0) = wr 
所 定义 ,所 让 有 #4 旦 一 Ha, 人 以 定义 , 五 为 正常 子 群 . 
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我 们 已 净 证 明了 

定理 2 为 使 子 群 瑟 为 正常 于 群 ， 其 充 村 条 件 是 定 艾 于 群 
的 Pfaff 方程 (3.4.I0) 的 右边 部 他 qd3) 能 用 这 Pfaff 方程 的 初 
积分 展 达 . 

现 假 定 定义 子 群 瑟 的 不 变形 式 已 选 为 部 ,又 部 和 党 移 
成 全 和 柔 的 第 -一 类 不 变形 式 , 由 于 部 =0 为 完 爹 可 税 , 所 以 在 精 构 
常数 中 必须 有 二 一 和 即 Uartan-Matrer 方程 可 上 有 成 


、， 1 、 ， 、， 
_ Di 一 可 otal ,A] ， 


| (3.4.15) 
Das? = cr, Fost, i 十 一 c3, [sr, os"] 
的 形状 ， 如 果 五 是 正常 子 群 , 那 末 依 $2.4 的 时 脸 , 还 必须 有 
二 人 0, 因此 Qartan-Maurer 方程 为 
Des' = ctoles®, 8] , ] 
| (3.4.16) 
1 一 cgs Ly, 1]. 
当 部 一 0 的 初 积分 取 为 各 =0, 有 单位 元 天 有 化 标 (0,…, 人 0) 时 ， 
央 于 和 群 可 取 2 为 从 标 ,乘法 关系 由 


P's!, 0; y*, 0) 
所 确定 ,因此 子 群 吾 有 第 一 类 政变 形式 
= i (gt, 0; dwt, 0) ， (3.4:17) 
它 所 满足 多 Uartan-Maurer 方程 汶 
Dh 9]. (8.4.18) 


双 和 普通 群 防 中 所 尘 论 的 一 样 , 如 瑟 为 正常 于 群 , 可 以 定 
义 商 群 B/ 吾 , 旁 集 是 它 的 元 案 , 它 的 笠 法 关 季 依 aH 5H 一 abJH 
来 衣 定 ,因此 商 群 的 乘法 关 条 让 丽 数 wz (z7, 9*) 来 表示 ,因而 它 
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有 第 一 类 不 变形 式 同人 dr) , 精 构 常数 为 08. 

.上 述 娃 果 使 我 个 把 决定 名 条 了 季 群 的 问题 化 为 如 下 则 题 : 蕊 

Ww” 为 群 的 第 一 类 不 变形 式 的 完全 柔 , 求 作 一 租 常 数 好, 使 方程 
Pr? — e200 

为 完全 可 积 ， 伺 (中 的 秩 数 应 汐 Y 一 4%。 再 注意 到 和 323 关于 
Pfaff 条 竺 的 完全 可 积 性 的 寻 恰 和 Qartan-Maurer 方程 ,这 个 间 
题 最 熔 就 化 为 代数 因 题 . 雇 定 正常 子 群 的 问题 同 料 也 可 代为 纯 
代数 的 间 题 . 


33-: 与 举 各 


我 们 现在 要 举 出 若干 重要 的 例子 ， 灸 毅 明 以上 几 若 中 所 和 朱 
述 的 一 般 于 论 . 
例 ? 首 计 我 们 壤 谍 和 企 适 当 解 太公 标 下 , 潍 法 闫 条 由 
节 一 3 十 和 (83:6B:1) 
所 定义 的 局 部 地 群 。 立即 可 以 上 见 和 天, 局 部 李 群 的 条 件 人 让 ，{ 订 )， 
(ii 都 成 立 ， 这 时 全 :二 10) 中 的 咯 (y) = 部 , 所 应 规范 的 第 一 类 
不 变形 式 为 
tr, We) = — de (3:6b.2) 


因为 名 (wdw) 为 全 微分 ,所 以 Dartan-Maurer 方程 化 为 
Pi 一 人， 


这 就 说 更 ,结构 常数 为 老 . 

由 于 这 样 的 局 部 李 和 群 的 滋 落 或 序 是 可 换 的 ， 所 以 宅 称 为 可 
挽 群 或 和 bel 群 . 

一 群 为 Abel 群 的 充 槛 条件 是 其 结构 常数 只 ,=0， 我 从 已 
见 到 其 必要 性 ,但 如 西 局 部 李 群 有 相同 的 精 构 常数 有 它们 同 构 ， 
所 以 这 条 件 也 为 充分 的 . 当然 , 这 一 事实 也 可 通过 直接 积 分 而 
得 到 .同样 地 ,第 二 类 不 变形 式 也 为 全 微分 . 
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容易 郧 到 ,所 有 的 一 条 局 部 李 群 部 是 Abel 群 ， 
所 有 的 子 群 均 为 正常 子 社 , 7 一 8 鞭 的 了 和 群 出 Pfafi 方程 
Crd = P=, 2, .+, 8) 
了 区 有 限 毛 程 
Ogg 一 站 
所 确定 , cpa 为 尾音 一 租 常数 ,但 4er 由 的 秩 数 应 为 和 
例 2 设 了 一 入 G 的 元 素 双 有 华 标 避 :， 5) , 科 读 关系 为 
一 9:5: 
e 为 元 素 (0, 0)， 容 易 见 到 ,局 部 李 群 的 条 件 (，(i，Gii) 都 成 
开 . 因此 可 定义 一 糙 ， 和 3.:T.10) 比 过 ,我 们 有 
Hl)=1, 三 (的 一 日 
4010) ~ a =1. 
因此 可 得 第 一 类 规范 不 栾 形式 为 . 
ly, dp) — drt, Wy, dp) =r — dp, (8.6.4) 
Uartan-Maurer 


DET—0, Di: =—[% ol, | ， (8.5.5) 
所 以 精 构 常数 中 让 为 省 的 只 有 : 
1 ee 1 
012 = DB? C1 


容 夯 驳 证 Jacobi 方程 满足 ， 因 ?一 2， 所 有 的 解析 也 群 为 一 条 
的 。 为 岂 定 它们 , 作 Pfaff 式 w=a1 十 bas3, 

DH= ~—b[, 2]. 
1 5 = 0, 我 们 得 到 一 个 子 群 必 一 0, 宇 是 一 个 正常 于 群 ， 如 
b 关 0, 示 妨 设 它 为 1 这 时 

Do [i, owl. 
因此 方程 名 =0 也 为 完全 可 积 , 此 时 Pfaff 方程 可 书 为 


mpl dr ade 
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于 和 群 的 方程 为 

(er), 
它 不 是 正常 守 群 ， 

例 3 日 的 元 末 为 实数 所 成 的 % 阶 非 异 了 (m7), 以 阵 的 乘法 
确定 群 中 的 乘法 , 这 时 单位 元 素 e 为 单位 备 ( 叶 )， 可 把 对 取 为 
元 素 的 坐标 (单位 元 素 的 坐标 是 当 而 不 是 对 一 0), 我 个 利用 
(3-41.16) 来 求 出 宪 的 第 一 类 规范 的 不 变形 式 ,这 时 应 有 

8 +(e, dm) = (wl — dt), 
(的 为 (ao 人 的 道 障 , 因 此 
SY (w, Go) 一 一 人 0 
肯 作 Qartan-Maurer 方程 : 
Ds} (s, dw) = — [dxy, deh], 
因为 三 吕 = 冯 ; 所 以 由 0 由 = 一 下 dof 或 
好 一 — ew) dt , 
因此 
Ds a, dk] = [60, ot]. 
_ 这样, 我 们 事实 上 就 已 决定 耳 这 个 群 的 精 构 常数 ， 对 一 般 的 n， 
这 和 群 的 子 群 是 非常 多 的 ， 要 全 部 央 定 出 来 是 水 容易 的 ， 在 后 次 
中 我 们 还 要 进 一 砂 人 时 栓 群 吕 的 许多 子 群 . 


$3-G 一 友子 余 
依 $8.4 的 研究 ,7 灯 局 部 李 群 的 一 稚 子 群 应 用 7 一 1 个 测 
立 的 第 一 类 (或 第 二 类 ) 不 变形 式 所 构成 的 Pfaff 方程 决定 ， 如 
果 凑 为 第 一 类 不 变形 式 的 完全 系 , 那 末 一 蕉 子 群 的 微分 方程 应 
具 形 状 
2 (8:6-1) 


3.8] 一 丰 子 辞 G7 
趟 中 级 为 常数 , 且 垂 阵 (eg) 的 秩 数 为 一 在 由 于 自 变量 的 个 数 
为 了 ,7 一 1 个 独立 的 Pfa 笃 式 所 成 的 Pfa 玫 方程 想 总 是 完全 可 积 
的 ,所 以 对 虽 就 不 必 再 添加 其 他 的 条 件 了 . (8.6.1) 等 价 于 方程 

不 全 为 0 的 常数 ) .3:6.2) 
如 名 


浊 AS(w) de, (8.6.3) 
那 未 引 大 一 维 子 群 的 一 个 适当 的 参数 了 上 之 后 ,可 把 (3.6.2 写 矶 
SE orAs(e), (3.6.:4) 


式 中 A 为 (4 全 的 道 障 中 的 元 素 ， 由 于 照例 已 设 (0,…, 0) 为 昔 
世 元 素 , 所 以 相应 的 一 - 稚 子 群 为 方程 38.6.4) 以 


t=0, 2 一 0 、 《8.6: 语 ) 
为 韧 始 条 余 的 解 . 把 它 写 成 
w= tt, 6). (3.6.6) 


.由 于 (3.6- 光 在 变换 9 一 go, 3 一 二 (0 为 常数 ) 下 为 不 变 ， 又 初 
始 条 件 也 不 受 这 个 变 挤 后 影响 ,根据 解 移 瞧 一 性 ,我 们 有 
folt, oo) =f* (EE, acs). 
特别 取 gg =t, 我 们 就 有 : 
fl, 105) =— gp" (tosy). (383.6.7). 
从 此 也 可 昂 到 , 当 常 数 只 换 为 res 时 ,一 -和 维 子 铬 沪 有 发 生 恋 化 。 
好 果 选 取 好 使 福 足 
.SUN 一 03， 

那 未 0+, 0*,，.…, 0 就 有 特别 的 意义 ,这 就 是 :相应 的 一 入 子 群 在 
e 碟 和 癌 量 (0 ,0 中，…, 06) 相 切 ,并 有 目 , 只 有 一 个 一 准 的 子 群 和 周 
一 方 癌 相 切 ， 在 这 样 的 假定 下 ,我 们 再 考 财 一 下 {8.6.7} 式 ， 合 
wr 一 te*, 那 未 (3:6.7) 式 显然 在 Ww 和 0 适当 接近 时 有 演义 ， 且 
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村- 


gr 为 & 的 解析 画 数 .此 外 ,由 (3.6. 和 及 (8.6. 甸 得 出 


oa 一 6 十 
式 中 略 于 的 项 是 关于 06 叶 或 四 为 高 于 -一 次 的 ,因此 
Bo | 
Bu |u=0 3 
所 以 可 把 
= pr" (WS) 


作为 坐标 变换 , 而 在 wr 坐标 下 ,一 外 子 蓄 的 方程 具有 最 简单 的 
形状 
2 {83:6.8) 

式 中 oz 为 任意 一 粗 不 全 为 雳 的 常数 ， 这 样 的 坐标 称 为 法 坐标 ， 
我 们 可 灸 如 下 地 理解 它 : 法 坐标 是 群 中 的 在 e 的 适当 邻 域 中 的 
元 素 和 e 点 的 相 切 空间 ( 郎 由 切 向 量 的 生体 所 成 的 空间 ) 之 间 的 
一 对 一 的 对 应 ,在 这 对 雇 之 下 ,一 稚 子 群 对 应 于 由 。 点 出 发 的 直 
入 ,这 直入 的 方向 就 是 这 于 群 在 。 点 的 切 向 量 . 

附带 指出 , 西 个 法 坐标 之 癌 的 变换 必然 是 龙 性 变换 ， 这 因 
为 ,发 


ur = fr* (YA) (3.6.9) 
为 真一 个 法 坐标 变 为 另 一 法 举 标 的 变换 ,依法 坐标 的 意义 可 知 
fest) ert, (3:6.10) 


” 式 中 的 大 应 由 


(WD), 
所 确定 ， 全 9 充分 小 ,使 i 一 I 时 fr(e6) 志 有 意义 ,在 (3:6.10) 
式 中 时 i= 了 I, 我 们 就 得 到 

oe (a)) Ge 


此 外 ， 妇 6. 站 本 身 岂 的 确 把 法 坐标 变 为 法 人 符 标 . 因此 我 们 可 
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习 衣 ; 法 坐标 除了 一 个 入 性 变 折 外 是 唯一 确定 的 . 


§ 33:7 了 局 部 变 摸 群 
设 遇 为 % 个 灾 量 ( 氏 ， 2 所 成 的 室 间 的 一 个 区 域 ， 
G 为 了 个 变量 (2 ?所 成 的 空间 的 一 个 区 域 , 双 :00，…， 
由 为 时 中 的 一 点 .发 


Ti=filg, HW) C=1, 2, +., |) (8:7.1) 
为 定义 在 晶 X@ 上 的 解析 丽 数 ?， 假 认 成 立 
(i) t=, 0), (8.7.2) 


(入) 存在 定义 域 为 EQ, 9EG 的 解析 图 数 p"(w, 2) 了 及 
定义 域 为 EG 的 解析 图 数 (0, 使 当 %v 在 (0, …, 0) 的 一 
个 适当 邻 域 中 时 gr (9) 知人 的 值 域 也 在 日内 , 且 售 

FC lw, v), WW) = fs, gu, 0)), (8.7.8) 


"PE DV), WW) 一 六， PV, WwW)), (3.7:4) 
pu, PW) = 0, (3.7:5) 
PA 0) = (83.7-6) 


沼 名 包 ， 在 8 的 一 个 适当 邻 域 中 时 成 六 ， 及 对 (83.7: 纺 式 还 要 
求 羡 是 吕 中 满足 ye 号 E 的 点 ， 那 末 我 们 称 (38.7:1) 构 成 一 
个 解析 的 局 部 变换 群 或 解析 的 变换 所 群 2 刀 ，…p， oz 称 为 群 的 
依 定 余 , 蝇 物 成 一 个 局部 妖 ， 冬 江美 桑 为 g(u, 2»)， 册 
3.7-8) 可 见 ， 从 好 中 元 素 ( 史 到 2 中 变换 售 '7-1) 的 对 应 是 一 
个 同 态 ， 这 就 是 ， 由 (8-7-1) 所 定 多 的 变换 如 衣 为 SH,, 那 示 由 
(3.7'8) 就 有 i 
”5 9x6 下 示 ++n 外 区 城 由 必 " 2 8 3 的 革 合 构 或 ， 但 (wl)…， 


站 后 fa 在. 
2 有 也 可 以 内在 必 戏 于 6 的 一 个 适当 邻 域 中 确定 . 


从 局 部 李 群 的 要 丰 定 章 [第 三 之 
Sos = peu, 9 (3.7.7) 
我 们 也 说 2 是 群 G 的 一 个 表示 ， 
特别 ,如 取 吕 重合 隆 介 ,到 分 
a pu TB), (8.7.8) 
把 宅 现 为 富 于 的 变换 DS,, 那 末 ww 一 Ww， 我们 就 得 到 局 部 李 
群 的 一 个 表示 .双全 
Tp (E,W) ， (8.7:) 
拒 它 下 为 人 写 上 的 变换 了 工 ,, 那 未 了 Tow 一 2 以, 我 们 得 到 局 部 李 群 
的 又 一 个 表示 .这 阅 个 表示 分 别称 为 左 推 移 和 右 推 移 . 
现在 要 导出 4 7 二 式 中 的 画 数 了 所 应 满足 的 微分 方程 ， 
为 此 ; 作 
fie, wt ode) = FE, BD ), s+ oe) 
f(t, pt ds, $0))), 
了 略 去 是 的 商 阶 匹敌 小 由 (3:1: 人 知道 o 人 十 Dr 由 人) 
= 一 上 0) , 式 中 i? 为 规范 的 第 一 类 不 变形 式 , 所 以 上 式 双 


等 于 
za Sb, dn). 
因此 ,如 家 
6 — Es ; (8.7.10) 
双全 G2 二 六 (2 十 de) 一 天 (ge 区 , 那 末 在 一 阶 无 穷 小 范 轩 内 
了 驶 有 . 
AREL RD i (wy, dy) = 0, (3.7.11) 


这 台 是 (3.7.1T) 所 满足 的 微分 方程 ， 对 应 于 初始 条 伞 米 =0， 
7 一 2 宅 的 解 就 是 (8.7.1) , 因 ej 为 尾音 的 ,所 以 (8.7.11) 是 完 
全 可 积 的 Pilaff 方程 
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对 .7:11) 进 行 外 微分 ,得 
[dasa, 5*] +saDi* =0, 
利用 
és 2 dx! 
专 及 Oartan-Maurer 上 方程, 改 记 代为 w'i 拭 引 久 记号 


eg ,4 (TP) , (3.7.12) 


我 们 有 

(3 闪 8 一 二 3 拓 了 十 人 2 [ 癌 S， 共 7] 一 0， 
由 此 得 到 

Ey 一 (3-7.13) 
这 就 是 方程 (8.7.11) 中 的 台所 应 满足 的 关系 式 . 
再 指出 ,如 果 他 到 于 的 对 应 是 局 部 同 构 , 那 未 由 0 一 0 就 

推出 所 一 0, 换 慎 之 , 7? 个 向 量 鼠 总 是 常 系数 炮 性 独立 的 . 事实 
上 ， 潜 有 不 全 为 0 的 or 能 使 8 一 0, 那 未 作 邓 的 一 个 一 稚 子 
群 , 它 的 定义 方程 为 


He 


Oo 
这 个 子 群 的 元 素 所 对 应 的 zi 满足 
dxi~—0, 
朗 牙 个子 和 群 对 应 于 恒 等 变 搞 
Pi — gp, 
这 表示 到 2 的 对 应 井 非 同 构 ， 以 后 我 们 感 兴 赴 的 是 同 构 的 
用 未, 因为 ,如果 和 天 示 为 同 檀 而 非 同 构 , 同 半 的 核 为 他 的 一 个 正 
贡 子 群 , 惠 末 辣 就 是 商 群 的 同 构 的 表示 . 
现 考 笃 相 反 的 问题 , 珊 有 完全 可 积 的 微分 方程 人 .7 了 .1 ,月 
tT) 为 常 系数 独立 的 问 量 场 ,着 tu， dw) 为 负 立 的 Pfaff 采 ， 


,2 局 部 李 群 的 基本 定理 [第 三 如 
要 证 明 ; (多 w, du) 是 一 个 7 蕉 忆 部 李 群 日 的 第 一 类 不 变形 
式 的 完 双 和 蓉 竺 ，( 说 以 一 0, Ww' 一 w! 为 初始 条 件 的 解 的 集合 是 
Gf 的 一 个 同 构 的 条 趟 :. 

为 此 ,由 (7: 了 1) 的 外 徽 分 并 利 用 (38'7'11) 就 得 到 


(Ebid Es LS, 7] 一 总 Da 一 0。 (8.7.14) 


由 于 站 只 和 ,dw 有关 , 且 闻 为 独 站 的 ,所 以 存在 责 猴 8 (1)， 
使 


Da 一 误 6%, C2) [552, SY]. (8.7.15) 
又 由 {3.7.14) 知道 
Eh 
- 国 堪 过 和 全 无 甘 , 合 w 一 0 记 0 虽 (0) =o%, 我们 就 有 
(eg (0) —6$) =0, 
依 假 定 , 总 为 常 柔 数 线性 独立 的 ,所 及 得 6% (0 一 0 一 常 狐 , 因 
此 也 有 
一 (8:7 :14) 
依 $3:2 的 精 果 可 知 , "(ww dw) 为 一 个 局 部 李 群 仿 的 第 一 类 不 
变形 式 的 完全 胰 ， 合 gp”(w, 0) 为 其 冬 法 关系 [r=0 对 应 单位 
元 素 ) ,及 也 如 一 0 入 一 下 为 初 交 条 件 的 解 为 
Ti—fi(w, 四， 
我 们 相关 明 (38:7. 人 0) 式 成 妆 ， 为 此 , 例 
wifi (8, 9), W), ifilt, glu, 0)), 
把 多 袍 为 自 变 最 , x, 2 税 为 参数 ,微分 这 两 个 式 子 , 就 得 到 
一 ER) uy, du), 
dri——t(r) {gp, dp) — — ts) rw, dw) ， 
因此 画 数 局 和 x! 适合 同一 微分 方程 ,并 且 , 当 w=0 时 ， 
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Vo=filg, 0), Zi—f'(g, #). 

证 此 可 昂 , 这 捧 个 画 数 也 满足 同一 初 寻 条 件 , 所 以 xi 二 xi， 这 就 
是 所 要 证 朋 询 (8:7. 引 ) 式 ， 双 (3.7-4)，(3.7'B) 是 性 然 的 , 由 上 
面 的 时 论 也 容易 看 出, 不 存在 全 的 于 群 ,会 对 应 性 等 变换 ,所 以 
我 们 得 到 

定理 工 { 变 换 群 的 第 一 基本 定理 ) ”如 此 国 数 租 (8:7:1) 定 
六 一 个 变换 群 , 基 它 必然 满足 撒 为 (3.7.141) 的 微分 方程 、 肥 如 
肯 程 (3.7'11) 具 解析 柔 数 ， 且 为 完 至 可 积 , 又 56 为 常 柔 数 黎 性 
狂 豆 ， 曾 * 也 为 独立 的 ， 屠 未 上 坟 一 0, wi 一 gi 为 初始 条 忻 的 解 的 
集合 钵 成 一 个 变换 群 ， 

注 在 定理 的 第 二 部 分 甘于 逆 系数 的 解析 性 的 要 求 能 减 
轻 鸭 ; 它 的 系数 具 二 阶 巡 粳 的 导数 ， 这 是 由 $8-2 所 指出 的 . 及 
二 去 人) 的 解 折 性 的 慨 求 也 可 降低 , 但 这 时 (3.7.1) 和 大 非 解 析 丽 
数 ， 

以 后 总 假设 比 为 常 系数 区 性 独立 的 ， 现 操 时 此 的 音义. 
记 3.:6 知道 ,选取 了 适当 和 参数 1 后 , 群 保 的 每 一 一 蕉 子 群 由 


名 一 or (0*; 不 全 为 0 的 常数 ) 


所 兢 定 ,其 倪 始 条 件 为 1=0 时 , w=0.。 因此, 变换 群 2 的 一 稚 
于 群 ( 吏 称 单 莽 数 子 群 ;) 就 由 方程 


全 (8.7.18) 


及 初始 条 性 1 一 0, wt 一 wt! 所 决定 ， 
因此 ,在 || 得 小 时 ,上 略 去 宪 的 高 次 项 ,我 们 得 到 
一 CE 下 [8.7 了 .TY 
这 样 的 变换 称 为 变换 群 卫 的 无 穷 小 变换 .无 涯 小 变换 是 由 
单 参 数 子 群 的 方程 所 决定 的 .相反 地 ,知道 了 无 轨 小 变换 , 单 参 


74 局 部 可 群 的 基本 定理 [第 三 章 


数 子 群 的 方程 也 就 兹 人 钢 明 确 地 号 出 来 . 
9 人 联系 子 章 和 参数 变换 群 的 微分 算 子 是 很 有 作用 的 : 对 无 
穷 小 变换 (3.7.17), 引 大 一 阶 齐 次 的 微分 算 地 


成一 ongt(o) 2 (8.7.18) 


Dat ? 
它 尖 应 于 一 个 单 关 数 变 挤 群 ， 于 的 全 体 租 成 一 个 7 蕉 的 向 量 空 
部 ,可 选 
Xe 一 总 人) a (8.7.19) 


为 基 ， 设 了 (8) 为 (8) 空 间 的 数量 画 数 , 谱 一 了 (ww, 如 为 对 应 于 
(3.7:16) 的 草 穴 数 变换 群 , 那 末 也 玉 的 意义 是 


lim 到 人 了 人 2 gp, (3.7.20) 


t= 


或 者 
Fr FoR 
我 们 昔 识 ， 用 (8:7'16) 所 定义 的 间 穴 数 变 换 群 是 由 微分 算 
于 (3.7.18) 所 上 生成， 而 整个 变换 群 汶 由 微分 算 子 条 (3-7.19) 所 
生成 ， 
所 引 太 的 微分 算 子 闷 。 之 间 还 存在 着 “ 换 们 运算” 


[Xa, Xol— Yaa Roa (HEh és) a (9°7.21) 


而 (3:7-14) 式 表 朋 
[Xe, Xai 一 0a (3 -了 7。 22 ) 
我 们 要 姓 明 如 下 的 定理 ， 


定理 2 (变换 群 的 第 二 基本 定理 ) 设 色 (2) (a 二 1, 2, …， 
7) 为 一 租 常 系数 独立 的 向 量 ， 且 算 耳 XX。 一 227 满足 关系 


(3.7.22) ， 那 来 必 存 在 一 局 部 变换 群 了, 使 其 中 的 章 穴 数 子 群 


& 3.7] 局 部 变换 群 7 


为 由 微分 算 于 及 生 让 ， 
【证 】 对 于 任何 三 个 微分 算 子 天 , 了 4, 五 +， 通 过 直接 主 
算 就 知道 ,一 定 会 成 立 下 述 的 Jacopi 恒等式 : 
[[ 之 so, 广 s]; 莹 y] 十 [[ 祥 gp， 之 y]， 计 a] 
+ [[ 玉 ,及 1, sl] =0. (3.7.28) 
再 因为 (人 :7 22) 及 如 的 党 系数 独立 性 ,我 们 就 
cap 十 0 十 的 0 一 0， 
这 就 是 局 .722) 中 的 常数 024 必 满 足 83:2 中 的 Jacopi 恒 池 式 ， 
恢 83:2 定理 2, 有 独立 的 下 fa 企 式 辣 和合 
Dar 一 二 eg [2 , 7 
成 立 , 因 而 微分 方程 
dvi PI Cu, du) =—0 
为 党 全 可 积 ， 和 者 一 基本 定 召 忠 得 出 所 妥 的 类 验 . 
例 工 iia 
miaig, detlai|¥0 (8.7 :24) 
就 是 | 忆 是 非 兄 志 限 (@) 所 成 的 玫 的 志 示 这 里 
玉 一 和 0 一 Ze 【为 (gg 的 道 阵 )。 
如 记 ( 屁 8 3 


Gidos =— 0, (3.7.25) 
一 一 pr, (3.7.26) 
于 求 就 成 袜 
dr ER = (8-7.27) 
这 带 是 ,3.7:T[1) 式 .又 可 定义 
| XE me / (8.7.28) 
我 从 就 有 


[及 司 一 和民 6t 民 开 (8.7-.29) 
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这 就 是 (3.7.22) 式 . 

例 2 履 如 (tz) 为 名 革 变 量 空 则 任 一 解析 的 问 量 遍 , 在 所 询 
范 俩 内 2!'(w) 在 每 点 不 全 为 0, 那 末 但 


Er 
成 立 尖 秒 
z [X, £1 =0. 
因此 ,由 方 和 
一 和 
和 初始 条 件 t=0, zi 一 wz 就 能 能 确定 出 单 参 数 的 变换 群 
zfi(®, D). 


由 此 癌 昂 单 窗 数 变 挽 群 的 数 日 十 十 分 多 的 ， 


8 号 变换 字 群 
我 俩 已 焰 知 道 ， 一 个 局 部 李 群 富 的 解析 于 和 群 是 由 Pfa 任 方 
程 
Ca = p=8 二 1 .…, ") (3.8-1) 
所 定义 的 。 和 任 一 局 部 变 挽 烙 Ga 双 可 看 作 某 一 群 你 的 表示 ， 因 
此 , G 的 子 群 豆 必 对 应 于 如 的 于 群 吾 ;， 现 天 ,: 相应 和子 仿 的 
微分 算 子 是 哪些 ? 为 此 ,我 们 涝 疗 广 程 
.Ar du) 一 站 (8.8.2) 
我 们 对 癌 * (ww dw) 进行 党 系数 浪人 性 变换 【因而 全 也 相应 地 受到 
一 个 粮 性 变换 ) ,使 3.8.1 变 为 
i u, da) 一 个 
仍 改写 逆 (w， dw) 为 加 (uw dw ,把 改变 后 的 避 (4) 仍 记 为 各 (1w)， 
全 5 3.4 的 本 号 ,用 站 ?QWw, dw) 让 如 | 的 第 一 类 不 变形 式 (a=1， 
2,，…,， 8) , 那 末 对 于 共 ,方程 8:8:2) 化 为 
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dri+éa 2) (1, dw) 一 0. 
因此 ,其 微分 算 于 为 
9 
et _ 
To pi 


及 其 灶 性 租 合 。 所 以 子 群 对 应 于 徽 分 算 子 的 一 个 米 性 子 空间 . 
因 这 时 成 立 响 一 0, 所 以 我 们 有 
[二 本 5 一 的 和 rs， 

因而 我 们 得 到 : 局 部 变 摘 群 全 的 于 群 了 Hi 的 微分 算 子 是 由 全 
的 徽 分 算 子 全 体 所 或 的 向 量 空 间 的 一 个 子 空间 所 构成 ， 这 一 子 
容 问 在 换 位 运算 中 为 封装 的。 双 依 据 8 3.7 定理 2 可 知 其 道 杯 
呐 ， 

百 ; 为 正常 子 群 的 条 件 是 cm=0, 这 就 是 衣 , 扩 的 微分 算 于 
和 五 : 的 微分 算 于 的 换 位 运算 所 得 到 的 算 子 总 是 豆 , 的 微分 算 
于 . 

到 这 里 为 止 ,我 们 已 逐步 形成 了 “ 李 代 数 ”? 的 概念 ,我 们 将 在 
下 一 节 群 籽 儿 迹 它 ， : / 

最 后 ,我 们 还 将 裔 明 一 些 补 充 事 项 : 

注 1 本 章 所 硅 恰 的 局 部 李 群 和 局 部 变换 攻 都 假定 它们 所 
依 台 的 是 实 的 变量 ,所 直到 的 画 数 为 实 的 解析 画 数 ;但 同样 的 对 
论 完 全 适用 于 复 变 重 的 解析 夯 数 的 情形 。 这 就 是 , 我 们 也 可 以 
有 复 的 李 群 和 复 的 变换 群 ， 例 如 复数 咸 的 洁 侍 和 龙 纤 群 就 是 复 的 
变换 群 。 但 是 , 如 果 我 个 把 群 的 参数 和 谈 换 的 变量 的 实 部 和 屿 
前 部 当 作 独 立 的 变量 ,我 们 仍然 可 以 把 复 的 情形 归 子 实 的 博 形 . 
当然 ,在 有 许多 塌 仿 ,直接 探讨 复 的 群 和 复 的 变换 是 有 很 多 方便 
之 处 的 ， 

注 2 局 部 变换 群 可 分 为 可 迁 的 (局 部 的 ) 和 不 可 迁 的 两 大 
类 ， 可 于 的 变换 群 是 指 每 点 “可 以 通过 群 中 的 变换 而 变 到 它 的 


7 启 部 李 群 的 基本 定理 [ 凋 三 吾 


任 -- 邻 近 点 ,否则 就 是 示 可 迁 的 ， 我 们 更 在 要 指出 , 群 为 可 迁 的 
充 要 条 件 是 其 无 穷 小 变换 的 基 疝 量 从 所 成 的 阵 (如 ) 在 所 诗 葵 
的 范 园 内 有 具 秩 数 mw。 事实 上 ， 不 妨 训 六 (ww, du) 为 规范 的 孙 变 
Pfaff 式 , 且 不 妨 设 det | 好 | 生 0， 把 wt 到 定 为 一 点 (x ， 那 来 邮 
所 能 变色 的 点 可 用 证 程 
vi Fitzo, Wt) 

表示 ,但 

tim0) ~—{ Ho YW) ， 
因此 , 依 隐 画 数 存在 定理 可 络 , 由 

一 
可 解 出 只，…， wr 这 表明 : 当 三 ,…, 如 在 (0, …, 0) 的 一 个 辑 
域 中 变动 时 ，(29 也 取 到 点 人 ai 的 革 一 邻 域 中 的 一 动 的 点 . 

未 可 迁 的 群 也 是 应 芯 加 频 彰 臻 研究 的 对 象 ， 但 限于 本 书 的 
篇 幅 ,我 们 示 再 多 加 叙述 ,我 们 只 是 指出 , 当 群 G 的 参数 小 于 
时 ， 群 六 为 不 可 迁 的 , 但 不 可 迁 的 群 的 参数 也 可 以 远 远 超过 n。 
例如 , 我 们 考虑 % 汗 1 共 空 间 的 单位 球面 , 把 万 一 固定 轴 的 所 有 


转动 作为 变换 群 ， 此 群 显然 为 示 可 迁 群 ,但 是 群 的 参数 为 
nm 1) 
， 名 - 
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4.1 李 代数 


在 上 上 一 章 中 我 全 已 汐 导出 一 个 由 变换 群 的 微分 算 子 所 戌 的 
间 量 容 间 ， 在 其 中 有 着 '“ 换 位 运算 ”， 这 实 杯 上 上 已 导 来 了 李 人 代数 
的 括 仿 .在 本 章 中 我 们 要 和 柔 航 地 氢 述 一 些 有 关 李 代数 的 基本 事 
项 ,也 要 计 论 和 此 有 联 么 的 关于 塘 性 群 的 一 些 情 兹 . 

先 从 李 代 数 的 定义 开始 . 

定义 了 蕉 的 复 ( 实 ) 李 代数 是 指 一 个 了 雁 的 复 ( 实 ) 向 量 宏 
半 4, 在 其 中 的 性 两 元 染 2 有 已 定 灶 好 一 个 换 位 运算 [tw, 中， 
使 总 注 足 

《i ) 竺 用 和 性; [x, YE 4,; 
(站) 反 称 性 : [2%, yj == 一 [y, 3; 

Qii) 双 杂 性 : Lee 十 Do yj 一 [wy, yy 二 5 [ws, 9] ， 
式 中 4, 5 为 任意 复 ! 实 ) 数 ; 

(vy) 雇 开 Jacopi 恒等式 : 

[Es, wy}, 2] + [Ey, 2], £1+[[z, £], y=0, (4:1:1) 
记录 在 二 中 已 选 好 一 租 基 ea, es, …, 6， 那 末 由 于 性 质 
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这) , 摘 位 运算 关 和 了 柔 能 由 
[ea, Bp = eaey , 生 * 革 -22) 
所 唯一 确定 ,这 里 Ys 为 一 租 复 ( 实 ) 数 .依据 反 称 性 () ,我们 有 
2z6 一 — Oa ， (4.1.8) 
依据 性 质 4iv) ,我 们 有 关于 es 的 Jacobi 恒等式 
can05 十 cp 十 cyot3o 一 中 (二 


0 称 汶 杰 代 数 的 车 构 常数 。 加 果 作 4 的 基 的 变换 , 就 可 见 到 
63) 是 一 个 一 阶 反 变 ,二 阶 闪 变 的 张 量 的 支 量 ，， 

相反 地 ,如 果 苦 定 一 稻 复 ( 实 ) 数 55, 关于 下 标 反 称 ,又 满 足 
Jacobi 恒等式 , 那 末 利用 (41.2) 及 条 体 (iii) 就 可 避 在 7 从 复 
( 实 ) 厅 其 空 间 中 定义 出 换 位 运算 ,得 到 一 个 李 代 数 . 

在 本 章 的 其 余部 分 ,我 们 衣 弄 李 代 数 时 ,和 时 寺 不 有 明 扫 地 指 
出 它 为 实 李 代数 或 复 李 代 数 . 这 表明 , 有 美的 事项 弃 可 对 实 李 
代数 有 效 ,也 可 对 息 李 代数 有 效 . 

我 们 可 以 举 出 不 少 的 李 民 数 的 例子 , 

例 1 可 换 李 代数 .在 一 向 量 空 了 间 4, 中 定义 

|， y=0 {gr, YEA), 
我 全 就 得 到 一 个 李 代 数 , 叱 称 为 可 换 的 李 代 教 。 性 何 一 椎 的 李 
代数 总 是 可 换 持 . 

例 2 变换 群 的 微分 算 子 李 人 代数， 在 83.8 中 已 经 指出 ,对 
”应 于 一 个 ?内 数 的 变换 群 可 作出 一 个 由 微分 算 子 所 租 成 的 向 量 
空间 , 在 这 空间 中 的 任何 丙 个 微分 算 子 台 能 满足 条 件 全 ， (i 
(ii , iv), 因此 构成 了 一 个 李 代 数 ， 所 以 一 个 变换 群 的 微分 算 
了 构成 了 一 个 李 代 数 . 相 度 地 ,有 了 一 个 李 代 数 之 后 , 必 有 一 个 
局 部 李 群 ,以 cas 为 精 构 常数 ， 但 依 季 3.7， 溯 群 林 以 必 为 本 身 
的 一 个 表示 ,所 以 存在 一 个 由 微分 算 子 所 租 成 的 李 人 代数, 和 已 六 
的 李 代 数 具有 相同 的 结构 常数 . 这 就 是 说 , 微分 算 子 的 李 代 数 
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“ 取 通 所 有 的 李 代 数 . 

例 3 六 性 李 代 数 . nxn 的 短 障 的 全 体 构 咸 了 m2 蕉 的 向 量 
裕 间 ， 如 以 4 五, 避 等 表示 这 个 空间 的 元 素 , 并 定义 换 位 运算 
为 

[A, B] ~ AB- BA, (4-1: 全 
小 末 下 也 履 构 成 一 个 李 人 代数 ,， 称 为 3 灯 阿 量 室 间 的 全 和 林 性 李 代 
数 ， 这 时 条 件 人 多 ，(i) (i 是 汕 有 了 间 题 的 , 至 于 条 件 (iy) 世 可 
己 加 以 直接 验证. 

对 应 李 人 代数 可 定 余 子 代数 ,这 就 是 

定义 ”在 李 代 数 .4, 中 如 有 一 个 子 空间 4,, 它 关 于 4, 中 已 
下 区 好 的 换 伍 十 算 为 对 于 的 , 那 末 就 称 4 为 4, 的 子 代数 ， 

再 定 交 可 吞 ， 本 鸭 人 性 何 一 准 的 子 空间 必然 是 子 代数 ， 

还 可 定义 理想 子 代 数 . 

定义 ”如 有 4 为 4 的 子 代数 ， 尺 满 吓 : sd, yE.4, 间 成 
TY lz yA4, 那 末 了 就 称 为 4 的 理想 子 代数 . 

人 恢 定 艾 可 以 知道 ， 可 换 地 代数 的 任何 子 空间 都 是 理想 子 代 
a . 

我 们 还 可 以 引 入 如 下 的 定 父 ? 如 有 两 个 李 代数 之 间 有 一 对 
一 的 纶 性 对 应 工 , 寿 使 摘 志 关系 得 到 保 诗 , 印 

iw, Ty] = Es, 的 ] ， (4.1.0) 
游 末 这 两 个 李 代 数 的 对 应 称 为 辣 构 的 。 如 果 对 应 也 不 是 一 对 
一 ,但 (4.1. 钙 保持 , 那 末 称 这 对 应 为 和 同志. 

一 个 李 代 数 4 如 分 解 为 两 个 子 空间 4, ，A,, 的 站 和 ( 焦 向 
若 空 间 直 和 和 和 的 定义 ), 及 4 4,, 为 理想 子 代数 , 那 末 称 李 代数 
4 他 和 拥 为 李 人 代数 4 和 4,, 的 站 和 . 

过量 显 稚 有 生 十 53 二 7 4 和 4。 只 有 党 元 业 是 从 闪 的 , 夺 
且 , 当 多 EEA 时 ,因为 
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[2, y] EA NN 4,,, 
所 以 [w, 娄 一 0， 这 就 是 4, 中 的 元 素 和 4。 中 的 苑 素 的 换 位 运 
算得 寺 元 敢 . 
决定 一 个 李 代 数 的 于 代数 是 一 个 代数 学 的 问题 。 如果” 条 
李 代 数 有 一 个 nn 炊 和 的 子 代 数 , 于 未 可 选 基 64, 使 6 为 子 代 数 的 
芒 (= 上 2, 时 成 宇 
He， 81] = 66r, (4:1:7) 
ET | 
ch (p=n+1, w+ ,外 ), (4:1.8) 
所 以 求 吕 稚 子 代 数 的 问题 可 归 精 为 选 基 , 使 能 成 立 (4:1:8) . 如 
于 这 个 子 代 歼 还 是 理想 子 代数 , 那 未 成 立 
[ea ，6 = ca, (4:1:9) 
Bp 
ci 一 0， [4.1.340) 
因此 决定 理想 子 代数 的 秃 题 也 呆 之 于 选 基 , 要 使 (4:1.10) 式 成 
， 征 ?很 小 时 ,决定 所 有 7? 条 李 代 数 玉 其 子 代数 并 求 十 分 困 
难 , 但 对 子 一 般 的 了 , 这 却 是 一 个 十 分 复杂 的 问题 . 


全 李 群 和 李 人 代数 的 联系 


在 李 群 中 引 太 法 坐标 ， 相 应 于 这 一 些 标 的 规范 的 第 一 类 其 
本 形式 为 六 ?， Uartan-Maurer 方程 为 


Das* = 5 og, [54， 1 (4:2.1) 


珊 在 法 坐标 下 , 单位 元 素 的 相 切 空间 取 基 @ 041， 0, …, 0), e;(0， 
1 0 有， 人， 0, 1) ,及 规定 

[ea, 8,] — O86 , {4.2.2) 
却 末 就 使 相 切 空间 成 为 一 个 李 代 数 ， 
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我 们 如 时 把 浴 学 和 标 王 流 曙 一 法 坐标 (在 $3.6 中 已 焰 诈 明 ， 
这 变换 是 米 性 的 ) , 那 末 基 6 应 变 为 z 
Ea 一 G88 【dg 为 非 异 的 . (4.2.3) 
所 名 
Lee, ev] — sa ed nda, 
子 此 (a 入 为 (a 入 的 道 阵 , 这 就 是 , 所 裔 李 代 数 在 新 的 基 下 的 畏 构 
前 亏 汶 


Of — TORY. (4.2.4) 
相 一 方面 ,在 薪 的 举 标 下 ,规范 的 首 ” 应 为 
Hi (4.9:5) 
所 以 由 性 :2.1) 可 电 
Pi 一 家 [FS'225] , (4.2.6) 


式 中 的 路 郎 为 (4.2. 滑 式 所 定义 的 由 此 可 内 ，(4.2.1T) 和 
《3.2 的 联系 厦 不 因为 法 坐标 的 选取 而 有 政变 ， 这 就 是 毅 , 把 
局 部 李 群 在 单位 元 素 的 相册 空间 依 方 程 (4.2. 分 定 双 为 李 代 数 ， 


征 有 向 在 的 雹 闵 的 - 
起 
交 = 002 0 (4.2.7) 
证 久 一 和 曹 参数 变换 群 , 在 法 党 标 之 下 ,知已 知道 它 可 以 用 方程 
T= (4.2.8) 
来 洗 示 ,而 任 一 % 杂 子 群 可 以 由 方程 
一 站 (p=%+t+1, , ") (4.29.9) 


阴 定 义 , 式 中 0 为 常数 , 障 (eh) 的 秩 数 为 7 一 %w, 又 能 保 奸 
{4.2.9) 汶 完全 可 积 , 那 末 ,在 这 一 子 群 中 的 单 参 数 子 群 五 在 。 
点 的 硼 向 量 o* 由 能 满 时 

Ca” =0, (4.2.10) 
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因此 ，# 丰 子 寿 就 对 应 子 李 代 数 中 的 区 条 乎 而 Ps: C82” 一 0。 如 
果 选 取 举 标 ,使 性 .2.9) 变 为 
让 一 个， f4.2, [1) 
南 主 蕊 是 完全 可 积 , 所 忆 有 
c=0 ,j=1, 2, 和) (4.2.12) 
这 就 天 示 ，P, 也 为 子 代数 .其 道 , 李 代 数 的 子 代 数 也 的 确 能 通 
对 应 于 李 群 的 子 姓 ,这 因为 ,可 选 坐标 ,使 子 代 数 有 方程 


Xr? 一 站， 
那 汪 就 成 立 (4.2.12) 式 ,因此 (4-2.1D) 为 完全 可 积 . 这 样 ,我 们 
就 得 到 子 群 和 子 代数 相对 应 的 事实 ， 


同样 地 , 如 五 为 正常 子 群 , P。 显然 会 是 理想 子 代数 , 其 送 
亦 其 . 

这 样 ， 我 们 就 完全 建立 好 局 部 李 群 和 李 代数 之 间 的 一 个 联 
系 ， 这 就 是 局 部 李 烙 可 以 和 李 代 数 中 的 堆 元 来 的 一 个 邻 域 建立 ， 
一 一 对 应 ,使 子 群 和 于 代数 相对 应 ,正常 子 群 和 理想 子 代数 相对 
应 . 

这 种 对 应 也 可 以 通过 微分 算 子 来 达到 ， 如 所 知 , 局 部 李 群 
总 可 以 有 同 构 的 表示 , 对 应 十 每 一 个 天 示 , 总 有 微分 算 子 李 代 
数 ,对 于 不 辣 的 表示 ,这 些微 分 算 子 李 代 数 是 同 构 的 ,因此 ,我 们 
可 以 任意 选取 -- 个 表示 来 考虑 而 不 会 失去 一 般 作 . 

. 谣 在 群 @ 的 某 一 同 构 表 示 下 ,微分 算 子 李 代 数 有 基 


Eat, a (4.2.18) 
一 般 的 变换 直方 程 
一 ext (x) (4:9.14) 


及 初始 条 性 : f=0, zt 一 zw 所 决定 ， 当 0 充分 小 时 , 方程 的 和 解 可 


8 9] 炮 性 群 和 二 性 李 代 数 3 
忆 在 0 所 tl1 有 效 , 雇 凑 艇 为 

gi= fi(t, 2!, ¢"), 
HI 方程 的 形状 可 此 

dfils, oh, 0 —f i {0t, oi, 0) = fill, ow, to 
所 以 会 
Ur £67, 

也 会 得 到 局 部 李 群 中 的 一 个 坐标 ,这 个 坐标 事实 上 就 是 法 坐标 ， 
坐标 为 呈 的 妊 中 元 素 可 对 应 于 微分 算 子 李 人 代数 中 的 元 张 好 王 。 
插 中 元 素 所 对 应 的 变换 就 是 

wi fil, ot, oY 

于 代数 和 理想 于 代数 分 别 对 应 于 子 群 和 正常 子 群 这 一 事实 

也 是 非常 清楚 的 . 


Y 43 鞠 性 群 和 竺 性 李 人 代数 

已 烃 知 道 ，%w 稚 向 量 空 间 中 的 六 性 变换 记 成 的 群 称 为 多 性 

大 、， 在 53.7 中 己 指 出 ,完全 线性 群 的 微分 算 子 李 代 数 的 其 可 
i 具 取 为 

a 


i= — wt A (4.8.1) 
因此 ,微分 算 于 李 代 数 中 的 每 一 元 迪 于 可 记 为 
了 革 二 避 促 ， (4.3.2) 


因此 ,元 全 枪 仁 群 的 微分 算 子 李 代 数 的 元 素 能 和 一 方 障 品 = (0%) 
构成 一 对 -一 的 对 应 ， 现 作 

VY dX, (4:8.3) 
它 对 应 于 方 陈 了 = { 避 } ， 考 窗 


86 夺 匠 数 ， 琅 性 李 代 数 [第 四 登 
[E, YF] = RN — der Xn 


1 
一 oj [LXE, ZH] ~ od si — OhdP ea 
2 
不 nt na 
(omdi Und! ) ( 竺 A ) (4 3 4) 
萎 所 对 应 的 三 隆 司 为 
fc， D] =0D— DO, (4.8.B) 


因此 ,完全 各 性 群 的 投 分 算 于 李 代 数 和 全 灿 性 李 代 数 契 同 构 的 ， 

全 六 性 李 代 数 的 每 一 个 于 代数 称 为 苞 性 李 人 代数， 从 以 上 的 
计 询 可见 ,任何 区 性 入 的 李 代 数 和 某 一 科 性 李 代 数 古 同 构 的 , 巷 
性 变换 群 ( 局 邦 的 ) 的 决定 和 和 静 性 李 代 数 的 子 代数 的 次 定 是 相互 
等 价 的 加 种 . 

裔 艾 性 李 代 数 为 已 知 ， 可 以 用 如 下 的 睫 法 来 决定 相应 的 变 
换 医 : 裔 这 个 粮 性 李 代 数 的 基 为 B. 一 (64) (x 一 1, 2,…, rf), 作 
微分 方程 


罕 - ea (4.83.6) 


答 出 初始 条 人 性 i 一 0, zx:=w!， 我 们 就 得 到 一 个 章 和 参数 变换 群 , 如 
设 5 一 0°Bj4，( 夺 ) = 如 那 未 这 下 单 参 数 变 换 妊 的 有 限 方 程 是 
z= (0) +6 + ) (ol (4.8.7) 
变换 的 方 障 为 
(本 的 ) = 是 +B 二 诗人 Bn (4-8:8) 
真丝 得到: 粮 性 李 代 数 中 元 来 五 所 生成 的 单 穴 数 粮 性 变换 和 群 的 
短 障 为 (olf) 一 e 出 (4:8: 站 和 (4-3: 全 得 到 


day (FD) 
at 


9 可 忆 证 明 , 狠 娄 他 .38 在 | 村 型 (3 任 意 正 数 )】 六 一 到 上 闭合 如 里 不 利 
用 这 一 点 ;我 们 也 可 以 把 (of (0 ) 形 式 上 了 为 637, 


一 各 of， oi(0) 一 站 (4.3.9) 
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此 外 ,我 们 还 应 有 
Qj 十 二 ) 一 号) 5 (ta)， 


即 
BEMtt) = eBheBts (4.8.10) 

特别 ， 

oPt eg— Hf = 

此 外 ,我 们 还 福音 到 

Bent—ertB, (4.8-11) 

为 此 ,我 们 考 冤 
由 一 太一 下， 

进行 微分 ,得 


< BRom— BertB =BAtt) ， 


双 当 tf 一 0 时 4 人 的 一 0， 所 以 下 常 微分 方程 租 解 的 唯一 性 可 知 ， 
4 (是 一 0, 这 就 证 明了 (4.3.11)， 
在 第 一 章 中 已 故 指 出 ,在 变换 


一 i (4.8.19) 
二 下 , 张 最 2 人 为 不 变 的 意 习 是 : 
Chote gh TE TH (4.8.18) 


刻 立 . 遇 役 这 -_ 张 量 在 某 _ 粮 性 群 下 为 不 变 ， 国 此 宅 也 在 任 一 
章 秦 数 变换 苦于 为 不 蛮 , 在 (4.8.18) 式 中 把 @ 用 上 的 元 素 代 
坟 , 估 用 e-E# 的 元 素 代 入 ,关于 1 微分 ,并 合 t=0, 这 就 得 到 

一 丽人 一 名 人 

十 本 人 让 十 二 BP 0， (4.8-14) 

当 BH 换 为 Bfa 一 1 2, …, 7) 时 , (4.:8.14) 也 应 迹 成 立 . 

相反 地 , 如 (4.8.14) 对 粹 性 李 代 数 的 基 有 成立 ， 对 于 这 个 李 
代数 所 对 应 的 糠 性 群 (局 部 群 ) 而 如 , 宅 的 每 一 元 素 均 属于 一 个 


38 李 尼 数 ， 移 性 李 民 数 [第 四 章 
单 参 数 变换 群 ， 合 (4-8.13) 的 在 傅 的 (时 人) 和 (3 从 ) 分 别 为 
e3t 和 6-38:, 记 所 得 的 画 数 为 TH 二 人 ,在 1=0 时 它 就 是 (4:8-18) 
竺 大便 ,又 对 落 数 了 TE 反 六 关 于 1 微分 ,注音 到 (8-6 ,(4:8.141) 
和 (4.3.14) , 就 得 知 8 于 ( 旨 和 无关, 因而 (4:3-13) 式 成 开 ， 
这 样 ,我 们 就 得 出 

定理 1 张 量 了 在 线性 变换 群 妨 下 韦 变 的 斋 要 条 性 是 
(4.8.14) 对 区 性 群 9 的 灵性 李 代 数 中 的 任何 元 泰成 立 ， 

用 (4,3.14) 代 不 (4.8.183) 的 优点 是 : (4.8.I 和 的 左 丹 关于 
六 为 稚 性 的 ， 

我 们 考察 典型 群 的 李 代 数 作为 例子 . 

(i) 单 模 群 ， 裔 我 们 已 选 让 标 形 的 基 , 使 变换 的 方 阵 的 行 
列 式 为 1， 对 每 一 单 参 数 子 群 来 毅 ,成 立 

alt) =dot|@ (|=1; 
嚼 一 方面 ， 
a LN a (0 (8) Bhat Ct) 
—&(t) yy, 
所 尽 钨 性 李 代 数 中 元 素 必 有 
bi—0. 

其 敢 , 如 有 方 阵 { 胡 ) , 适合 如 ==0， 宅 所 产生 的 稳 性 变换 的 行 刘 
式 和 +t 无关, 考 读 到 初始 情况 就 知道 , 这 行列 式 必 然 为 1， 因 此 
得 单 模 群 的 粮 性 李 代数 为 所 有 的 迹 数 为 雾 的 方 阵 超 成 . 

( 主 》 直 交 群 。 讼 已 选 好 正 交 基 ,此 时 8 为 不 变 张 量 , 公式 
(4.8.1 有 这 时 应 为 

时 十 下 一 0， 

所 以 将 交 群 的 灵性 李 代 数 为 由 反 称 障 的 全 体 租 成 . 

ii 举 类 。2m 灯 空 间 的 辛 群 的 不 变 北 量 可 取 为 J 


4.3] 粹 性 说 和 米 性 李 代 数 . 9 


Yaw = 0, gw =0, tai 一 Dan， go 一 — os, 
式 中 

站， 再 一 二 Mm ogom, b= 
依 导 314) 式 , 束 成 立 

— bt -|- be =0), ba t+ Ber=—, zz 一 5 一心， 
所 以 闻 群 鸣 李 人 柳 是 由 形 为 


人 
OC 一 出 


的 斑 阵 构成 ; 式 中 4 为 mxm 陈 , 4' 为 4 的 精 便 ,BB, 0 为 对 称 
了 库 . 

最 后 ， 我 们 讨 和 芥 炉 性 拜 的 可 条 性 和 写 的 药性 李 代 数 的 可 和 荷 
性 之 间 的 闫 又 . 

设 全 为 一 可 焙 的 久 性 群 ,入 空间 的 基 , 全 6&1，…， em 构成 不 
变 平 面 的 基 , 那 未 对 群 中 所 :有 的 变换 , 均 有 一 0 (0 一 各 十 十， 
2 到 人 中 和 任 一 单 大 数 庄 换 群 , 又 在 
(3 8) 式 中 个 4 一 ,7 一 六， 我 们 得 

biars—0 {w=1, 2, .+, mm), 
显然 det|at| 关 0, 所 以 也 有 如 =0, 这 就 是 说 , 区 性 李 代 数 也 是 
由 可 和 莉 的 区 性 变换 的 方 阵 扣 夏 ， 生 以 八 昌 的 不 变 平 面 为 不 灾 平 
面 . / 
相反 地 , 如 闫 性 群 妇 的 炉 性 李 代 数 有 不 变 平 面 , 也 可 渴 窒 
问 的 基 , 使 不 变 平面 由 向 量 1,，…, en 生成 , 那 末 就 成 立 名 =0. 
考察 由 (oj) 所 生成 的 单 套 数 群 (of 后 ) 中 的 叶 ( 人 及 , 依 (:8.9) 式 
行 
SE 本 0 人， 

昌 满 足 祈 姑 条 件 吧 人 一 0， 傅 微分 读 程 粗 解 的 唯一 性 定理 就 扒 
出 吸 信 一 0， 由 此 就 知道 群 对 泡 可 鹊 的 , 生 有 同样 的 不 变 平 面 . 


$0 . 本 全 不， 杀 性 季 代 着 [第 四 章 
把 一 千 住 李 代 数 看 成 米 性 变换 的 集合 ， 如 果 这 一 -集合 有 非 
平凡 的 不 变 和 平面, 那 未 就 称 它 为 可 和 煌 的 . 我 们 蜀 闻 所 证 明 的 事 
实 可 表达 为 
定理 2 生性 故人 好 和 它 的 区 性 李 代 数 妃 同时 为 可 的 或 同 
时 为 下 可 物 , 且 二 者 有 相同 的 不 迹 平 面 . 


4.4 内 微分 代数 .六 性 伴随 群 


设 4 为 一 个 了 灯 的 李 代 数 , 当 % 取 4 中 一 个 两 定 元 素 时 ， 
可 频 由 ' 宅 定 必 4- 到 自身 的 一 个 条 性 变 失 A。: 
4 一 [四 (全 由 )， (4 二) 
考察 甩 有 4 的 集合 ,由 于 
tAst oA = AAssroy,) 
{4d Ayuy= A A Om AAA = [se, fy, wl] — by, [we, #]1 
= Ts, y], w= A, wn¥, ( 生 : 生 :22) 
所 惧 我 们 可 知 此 集合 构成 一 个 炉 性 李 代 数 , 称 为 李 代 数 4, 的 内 
微分 代数 . 
识 外 ,为 的 一 得 基 , 且 有 
[Ga, 68! 一 CoBy， 
则 
Les 一 [es，eel] ~— oYge,, (4.4:3) 
由 此 可 兄 , 内 微分 代数 是 由 方 阵 (co*c&s) 的 集合 构成 . 
往 李 代数 和 及 其 内 微分 代数 之 间 自 然 地 侈 有 和 如 下 对 应 : 
到 一 A.. (C4:4.4) 
由 -和 :2) 涉 可 昆 , 此 对 应 是 区 性 的 ,而 且 
[x, yl—> A n= [ds, Ay], 
所 以 ,这 对 应 是 同 术 对 应 ， 北 同 态 楼 由 满 号 
几 一 
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的 所 有 元 素 4 构成 , 称 为 李 代 数 的 中 核 ， 换 首 之 ,中 术 就 是 满足 
[2, y] 一 0 (对 所 有 E44) (4-4:B5) 
的 所 有 元 素 ”的 至 体 ， 特别 当中 核 只 包含 才 元 素 时 , 同 态 就 化 
为 同 构 ,其 泛 亦 臣 、 决 定 中 楼 的 问题 就 归 圭 为 解 焰 性 方程 
doe 一 站 ; (和 :44:68) 
即 座 gr 为 方程 (4: 全 的 解 , 作 和 集合 weu 就 得 到 中 核 ， 

内 微分 李 代 数 在 李 代 数 内 生成 一 个 糖 性 群 ， 称 为 件 随 楼 性 
群 ， 根据 前 节 定 理 2 可 知 , 内 微分 李 代 数 和 殉 性 伞 随 群 具有 相 
同 的 不 变 村 面 ， 现 再 证 明 

定理 1 六 性 件 随 群 的 不 变 琅 面 为 池 代 数 4, 的 理想 子 代 
数 ,其 首次 许 . - 


【 许 如 胡 性 伴随 群 有 未 变 平 面 Dm; 选 基 {ej， 全 61， 和 


em 年 胞 趟 变 平 面 Pm, 那 末 成 立 
Co 一 口 (P=1, 3, 二， 
这 了 网 是 
[ee 二] =0feg (9=1, 全，… 1%), 
因而 Pm 为 理想 子 人 代数, 其 道 也 显然 成 立 ， 

我 们 已 知道 ， 李 代数 可 以 作为 局 部 李 群 在 单位 苑 素 的 相 切 
空间 ,而 当局 部 李 群 取 法 坐标 时 ,就 建立 了 局 部 李 群 和 李 人 代数 的 
零 元 素 的 某 一 邻 域 之 问 的 一 个 对 应 ,现在 感 兴趣 的 是 ,在 这 对 应 
下 , 斜 陨 蕉 性 群 失 李 群 的 观感 来 看 会 和 什 生 意 这 ? 

为 此 ,我 们 注意 到 ,对 李 糙 中 一 个 元 素 六 可 以 定义 一 个 变换 
群 (局 部 群 ) 

t—Sut—y ly. 《4.4.7) 

综 易 网 到 
一 号 (4.4.8) 
所 以 2 到 六 的 对 应 是 一 个 同 态 ，S, 所 成 的 群 称 为 群 部 的 伴随 


只 3 李 人 代数 ， 黎 性 李 谍 阁 [第 四 下 


群 。 每 一 5 为 群 避 的 一 个 自 同 构 ”, 
坦 在 法 坐标 下 洲 罕 伴随 其. 座 活 属 于 一 个 单 洲 数 子 群 矿 
一 gf 信 属于 -个 单 参 数 子 群 2” 一 上 Pr， 那 未 当 荆 不计 而 T 灾 动 
时 ,元 案 Suz 构成 一 单 参 数字 胖 , 发 其 方程 为 
ST 
人 以 局,w 的 是 你 ， 
or p(Bt, pilar, bt)) 


一 人 (- Dt, Dif oar 上 .000 ET 十 
brat SR Er 十 …… 一 
一 mrpbrt .2 


未 写 出 的 项 关于 5 均 至 少 为 二 次 , 又 因为 左边 美 于 + 为 一 
次 ,所 以 有 边 也 只 要 计算 关于 + 为 一 次 的 项 容易 瞪 谢 (由 
OT 所 以 


CT (3 eB ne ) Ys. 
如 取 gr 充分 小 ， WT 为 变 前 点 的 法 坐标 全, (入 z 为 变 后 占 的 
法 坐标 如, 由 这 个 式 子 部 可 几 到 z 


2 一 2 十 0 DSf87 (4:4.9) 
由 此 可 见 变 换 的 无 穷 小 算 季 由 | 
cs 3 (4 和 10) 


的 任意 灵性 粗 合生 成 ,这 就 谣 明 本 


1 站 种 自尊 构 称 为 内 自 同 克 ， 
2 式 中 一 守信? FE 


重 
瑟 王 和 
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定理 2 在 渤 坐 标 下 人 性 随 群 恰恰 就 符合 于 线性 伴随 群 , 换 癌 
之 ， 糖 性 人 镍 随和 群 为 崔 自 同 构 鸭 全 悚 所 租 丰 的 伴随 群 在 法 坐标 下 
的 解 术 形 式 ， 
在 已 粹 的 李 代 数 中 , 当 基 已 选 定 时 , 作 
gua CayCh, (4:4.11) 
因为 cs 在 基 的 变换 下 应 作为 一 阶 反 变 ， 一 阶 共 变 的 张 量 而 变 
化 ,所 记 gs 是 一 个 二 阶 对 称 共 变 张 量 的 专 量 , 俩 出 一 zeeu 4 
一 VY?e4， 慎 末 
fw Y) — gust "ys 44: 生 - 了 22) 
贺 是 一 个 观 杂 性 型 , 称 流 李 代 数 的 artan 数量 积 ， 
更 证 朋 
定理 3 Qarian 数量 积 是 在 颖 性 伴随 群 下 不 变 的 双 苞 尺 形 


【证 】 只 要 证 明 gxs 是 在 枪 性 伴随 群 下 示 变 的 张 早 就 可 点 

了 了， 为 是, 考察 
ya Yay = OFC C0 + Chess Ch 
— 0 (ea 一 一 人 5 i ot, (6s.s0h — Cys je). 

改换 _ 下 作 和 的 指标 ， 就 知道 二 式 的 右 妖 活 际 上 是 恒 千 于 堵 的 , 
因此 ,依照 3$4.83 定理 荆 就 得 和 到 定理 所 需 的 戎 论 . 

我 们 再 中 大 如 下 的 运 芝 . 

定 尽 ”一 个 李 代 数 如 不 包含 非 平 凡 的 理想 子 代数 (部 除 月 
二 和 零 稚 于 代数 外 , 没有 其 他 的 理想 子 代 数 ) , 那 末 就 称 这 李 代 
数 为 单 神 的 李 代 烙 . 

一 稚 的 李 代 数 必 为 单 祁 的. 

定 光 一 个 李 代 数 如 能 表示 为 著 干 个 非 -- 稚 的 单纯 李 代 数 
的 直 和 有 ,于 末 这 李 代 数 吉 称 为 御 单 冰 的 ， 

这 里 我 们 机 手 永 一 下 实 李 代数 的 复 化 的 构 念 。 把 实 李 代数 
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依 第 一 章 的 方法 复 化 ,得 到 一 个 复 向 量 窑 闻 ,仍然 你 人 留 


[es, Bs) = Oey 
(此 时 os 为 实数 ), 从 此 就 得 出 一 个 复 的 李 代 数 ， 窑 易 见 到 , 李 
代数 的 复 化 是 和 基 的 选取 无 关 的 。 多 过 复 化 后 , 如 仍 保持 原来 
的 基 , 那 末 粘 构 常 数 不 变 ， Cartan 数量 积 的 系数 不 变 ， 

一 实 李 代数 复 化 后 如 为 单 耕 的 ， 那 末 它 本 身 显然 也 为 单 炳 
的 ， 实 李 代 数 本 身 为 单纯 , 复 化 后 或 者 保持 为 单纯 ,或 者 分 解 为 
其 个 同 蕉 数 的 单纯 李 代 数 的 直 和 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 应 用 
第 一 章 的 猪 果 ,把 钨 性 件 随 群 复 化 ,这 时 只 可 能 有 两 种 情形 : 

(i) 得 化 后 的 群 仍 为 永 可 物 , 那 未 相应 的 复 李 代数 无 理想 
子 代 数 , 因此 仿 为 单纯 的 ， 

(让 ) 复 化 后 的 群 有 间 只 有 两 个 同 稚 数 的 非 平 记 的 不 变 平 
面 , 叱 除 专 元 素 外 无 公共 元 素 , 这 时 复 李 代数 就 分 解 为 两 个 昔 纯 
李 代 数 的 直 和 ,这 因为 , 届 fed 为 一 相 实 基 , 双 裔 广 , '…, 为 复 
化 后 的 一 个 理想 李 代数 4 的 基 (0<s<7), 起 

fo hier — BET)e, (一 上 2,.., 8), 
式 中 县 , 本 均 为 实数 ， 冯 让 
fo — Rees — (he— dt) eo, 

因为 4, 为 理想 子 代数 ,所 以 

[es, foal = Br, jo. 
容易 见 到 
Fe,, fo] = Bi, fo 
因此 广 ,…， f。 世 构成 一 个 理想 子 代 数 地, 的 基 ， 因为 理想 子 
代数 的 和 与 变 仍 为 理想 子 代数, 所 以 4 十 下 ,4 站 丽 均 为 4 的 
理想 子 代数 . 灵 它 们 必须 为 实 的 . 出 于 4 无 非 平凡 的 实 的 理 楚 
于 代数 ,所 以 沙 十 豆 序 为 4, 即 4 分 解 为 4s 和 鹉 .的 直 和 .如 
4 还 有 非 平 几 的 理想 子 代数 44, 那 未 4, 也 为 4; 的 理想 于 代 
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数 ,4 十 4 为 44 的 实 的 理 郁 于 代数 ,但 这 是 未 可 能 的 ， 同 理 
4, 也 是 单 郑 的 ， 这样 就 旋 实 了 我 个 的 论 吉 ,从 此 也 可 凯 到 ,在 
实数 域 中 为 年 单 焰 的 李 代 数 勾 复 化 后 是 复数 域 中 的 秆 单 划 和 李 
代数 
再 回 到 一 般 的 情况 , 容易 兄 济 ,如 果 一 个 李 代 数 和 4. 包 合 一 
个 非 竺 的 避 换 理想 子 代数 , 那 末 李 代 数 的 Uartan 数量 积 必须 
为 退化 的 . 这 因为 ; 可 选 4 的 世 6&1 6 pp 8p B911，"""; Br 使 
sl Bp 构成 可 换 理 租 于 代数 的 基 , 珀 末 
[e,, 6] —0 (&, B=1, ., P), 
[ea 8 一 Cas65 (8, t= 人 PD 二, *, F), 
所 以 有 
c=—=0, cs=0. 
因此 
go 一 人 0 一 0， gos = O900d, =0, 
从 此 就 得 出 所 述 的 事实 因此, 如果 李 代 数 的 Qartan 凌 量 积 不 
退化 , 闭 末 写 就 不 包含 非 殴 的 可 换 理 狠 子 代数 
根据 李 代 数 的 系 入 理 葵 , 还 可 以 得 出 如 下 的 事实 : 
(i ) 李 代 数 为 牢 单 入 的 充 要 和 深 件 是 它 不 包含 非 改 的 可 换 
理 钥 于 代数 . 
( 圭 ) 李 代 数 为 御 单 部 的 充 要 条 件 是 它 的 Qartan 数量 积 孙 
(iii) 御 单 乞 李 代数 分 解 为 单 袖 李 代 数 的 直 和 鬼 分 和 解 上 方式 
是 唯一 的 . 
对 于 复 李 代数 的 情形 ,这 些 吉 实 的 证 明 可 昂 Jarrgrg 卫 . 
了 .ti 在 丢 述 形式 上 上 略 有 不 同 ) 、 对 于 次 娄 域 上 的 博 形 ,相应 的 
可 实 也 容易 从 复 李 代数 理 芥 中 了 导出， 甘于 牢 单 炉 李 代数 的 进 一 
此 时 性 质 , 除 上 迟 详 章 外 还 可 参 癌 严 志 达 上 ] , [21. 


b 村 代数 。 瑟 性 李 其 数 [这 再 究 


4 号 肥 开 淮 代数 .和 值 弯 代数 


我 个 痊 出 紧 改 李 人 代数 的 定 父 ， 

定义 ”如果 实 李 代数 的 炉 性 伴随 群 容 有 正定 二 阶 对 称 共 变 
线 基 , 则 称 它 为 紧 致 李 代 数 ， 

加 在 基 & 7 下， 涉 详 版 量 的 支 量 为 gws, 则 有 

Cae ys Cat ay — 0U, 
特别 选 起 李 代 数 基 ,全 gus 一 04 时 , 阳 有 有 
cet Os = 人 0 - (4.B.1) 

可 昂 , 李 代数 水 为 紧 臻 的 充 要 条 和 任 是 其 杂 性 伴随 群 为 7 礁 空 间 
中 的 王 诡 和 群 的 于 和 群 ， 

我 们 要 证 下面 的 一 个 定理 . 

定理 1 嗓 致 李 代 阁 二 必 可 分 解 为 中 核 及 一 些 非 -- 稚 的 章 
第 紧 救 李 代 数 的 站 和 ， 

[证 】 如 4, 为 一 礁 紧 和 致 李 代 数 , 则 44, 本 身 即 为 中 核 , 所 以 
定理 显然 辜 立 ， 于 面 癌 4 为 非 一 稚 的 ， 

如 末 4 的 多 性 件 随 群 汐 实 不 可 狗 , 剧 由 无 非 平 凡 的 理想 
子 代数 ,所 以 册 本 身 即 为 非 一 维 的 童生 紧 致 李 代数 . 

如 二 要, 的 线性 伴 瑚 群 有 非 平 凡 的 未 变 平 面 玉 , 国 为 存在 下 
定 的 张 最 ans 在 线性 伴随 群 下 趟 变 , 所 以 下 关于 wwa 的 正 变 补 
芋 同样 年 洲 和 性 件 随 群 下 不 蛮 ; 双 国 为 gus 为 正定 的 ,所 以 下 及 
二 "的 稚 数 之 和 为 +。 可见 ,4 分解 为 下 及 下 ' 的 将 和 ,它们 各 
为 本 的 粹 性 伴随 群 下 友和 不 迹 平 面 , 序 久 ,， 六 ' 为 册 的 理想 子 代 


” 数 . 设 下 为 加 稚 , 天 ' 汶 + 一 me 条 ， 


妞 往 4- 中 选 基 ,全 四 eeE 下 ,下 ooE 下 此 处 人 一 工 -入 ， 
=mT1, + 如 有 era — 0. 叉 由 于 (98za) 正定 ,可 知 (6rgr)， 
(tena 均 汶 正定 。 因 此 
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(人 ys 十 一作， 
可 分 号 为 
chatyre OP ey = 0, 
Crantt yrer Oro gr ye — 0, 
忠 此 可 网, 乒 及 五 "各 上 自 容 有 趟 变 二 阶 正定 对 称 张 量 (wwrgr) 扩 
(wavgr) 因而 五 及 天 均 为 紧 致 代数 .这 样 一 步 步 继 蒜 下 去 , 直 
到 未 能 析出 和 龙 性 伴随 铬 的 未 变 平 面 , 所 太 可 把 4 分 解 为 一 些 单 
在 紧 致 理想 子 代数 的 直 和 : 
A.= Hi DK,, 

其 中 吾 ; 是 一 条 的 , 而 区 , 是 于 一 雁 的 , 双 阅 和 十 均 为 站 和 的 
记号 .有 显然, 每 一 羡 : 是 属于 中 核 的 , 现 证 之 号， 就 是 中 被 .这 
因为 , 如 中 核 友基 之 五 那 采 不 和 也 瑟 ， 的 交集 工 也 属于 中 
核 , 屏 二 在 其 一 天 1 中 的 投影 硬 为 非 欧 蕉 的 , 那 未 由 于 
上 了] 雪 [ 且 3， 瑟 一 0 所 以 i 局 于 Ki 的 中 核 ,中 于 吾 ; 为 
单 种 的 , 丸 非 一 外 ,所 以 这 是 尿 可 能 的。 定理 证 替 ， 

定理 2 深 直 交代 数 的 任何 子 代 数 均 为 骏 致 代数. 

[证 E】 适当 选取 直 变 子 代 数 后 的 基 为 (ck) (oh 关于 5 
反 称 ) , 作 

Gas 一 一 全 nc018， 

量 然 宇 是 定义 在 他 中 的 二 阶 对 称 共 变 张 量 ， 因为 

Jaa de 一 一 (ea 一 人 oa “Cas 一 (oa) 0, 
而 利用 基 (el) 的 独立 性 知 ,此 式 的 等 号 只 在 er=0 时 成 站 ,因此 
kus&ca 海 正 定 的 二 次 型 .及 因 为 

Tay TE yscm = — Chocrpoh — chotochs 

oT bre (ec — Oare) 一 (ci 人 一 CoCo ) 一 如 ， 

所 及 aas 为 对 的 多 性 伴随 群 的 未 变 张 量 ， 这样 , 我 们 也 就 制作 
了 李 人 代数 的 炮 性 分 随 群 不 变 的 正定 二 次 型 , 因 面 , 依照 定义 
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就 得 知 8' 为 紧 致 李 代 数 ,定理 冰 毕 . 

我 们 还 要 进一步 讨论 站 效 群 的 子 群 的 一 系列 性 质 ， 这 到 性 
质 在 齐 性 Riemann 空间 的 研 完 中 是 辉 党 要 用 到 的 . 郊 诈 明 下 


面 的 
理工 入 号 为 一 反 称 障 ,， 必 存在 直 变 阵 C, 使 阵 CBO 具 


形状 
0 hi 
一 有 0 0 
0 ja 
一 8 0 
四 ， (4:5.2) 
0 和 
-0 | 
0 和 n 


了 式 中 2 Ry, “ 7 雹 未 为 Uy, 
【 施 】 因 如 为 反 称 障 , 所 以 B? 必 为 对 称 障 , 那 未 存在 直 交 
陈 如, 使 CB 为 对 前 障 : 


OPO = ， {4.:5.2") 


U 
由 


但 因 叱 为 站 变 阵 , B 为 反 称 障 , 所 以 B1 一 OBC 也 为 反 称 陈 ， 
此 外 ，B3 一 CB 我 们 可 以 把 B 理解 为 一 个 多 性 变换 在 一 各 
讶 变 基 下 的 阵 ，C 相当 于 从 一 将 交 基 变 为 另 一 粗 直 允 基 的 变换 
阵 . 设 Bi1= (hy) , 则 由 (人 (45-2 可 哟 


人 A! 一 > hn — 一 > Rh， 


§ 4.5| 紧 禾 李 代 数 。 直 交代 数 99 
所 以 和 ss0G=1 3, …, 人员 ， 因 为 好 的 特征 根 必 须 为 Bi 的 特 
往 根 的 三方, 所 以 B1 的 特征 根 为 邯 利 数 或 0， 由 于 BBi 为 活 的 
阵 ,所 入 Bf 可 加 为 


0 
证 丘 海 遍 对 应 于 特征 根 一 在 的 一 个 特征 向 他, 又 襄 
Pe =], 
那 末 了 改 个 为 轩 间 量 ( 否 则 Bie1 一 0).。 因 Bi 为 反 称 阵 , 所 也 还 
有 了 和 CL 看 交 , 此 让 还 寿 立 
Bf = 一 村 61。 
Bf——f. 
这 表示 了 也 为 Bi 的 特征 向 居 , 不 妨 就 取 宅 的 单位 向 量 为 基 6 
《这 时 只 要 把 C 取得 容 当 就 可 以 做 到 这 一 点 ) . 又 福 音 到 这 时 的 
基 仍 为 站 变 的 ,所 以 有 {( 迟 要 时 可 交换 el 和 es) 
Be=kes, Be — kes, 

上 骨 依 间 样 方法 取 基 sa, ea … ( 即 适 当 改 变 直 交 阵 C) , 我 们 就 得 
到 所 要 的 竺 果 . 

根据 引 理 1， 我 们 就 能 选取 适当 直 交 基 使 一 已 答 的 单 参数 
诬 转 群 的 李 代 数 的 甘 (57) ,县 {4.5.2) 的 形状 , 其 对 应 的 单 参 数 
证 怠 群 的 微分 方程 汶 


因而 
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1 A 
本 -tr 加- 
2n_1 2 4:D .3 
2 — kn?, 7 一 — Lot \ | 
上 2 下 十 工 J 
oY ’ dt 


如 把 满足 初始 条 人 忻 1 二 0, x 一 wi 的 解放 为 入 一 本 (x!， 那 末 


cog kit Sin kt 


— gin kt CORkt | 0 
(at(t)) = os byt sin ht (4:6.4) 
一 sin grt GUS kot | 
1 
这 就 是 单 参 数 旋 得 群 的 规范 形式 ， 
正面 我 们 证 胃 


定理 3 实 趟 可 物 旋 糊 群 的 趟 变 二 阶 共 变 对 称 强 量 除 常数 
轩 了 于 外 符合 于 空间 数量 积 的 基本 张 量 gj. 

【二 如 有 mi 为 不 变 的 二 阶 共 变 对 称 绰 量 , 则 因 gy 为 正 
定 , 所 以 

Wy Nis 一 0 
有 实 根 入 ,因而 
CoA) = 0 
的 实 解 &' 构成 子 空 间 六 .在 旋转 群 中 基 元 素 (4a 站 的 作用 下 ， 
Cy 一 CGO gs = greto, pi = gg, 

所 以 


C0 O— Mi) HE = CO 一 和 ee 


§ 4.51 紧 狂 李 拒 数 。 直 变 代 数 101 
= (gp 一 入 四 有 如 一休. 
由 假设 , cy，g% 在 旋转 群 下 不 变 , 所 以 Gj=ay, gy 一 9， 故 有 
Ci A 1 = 0. 

本 网 j'E 民 ,这样 , 下 是 此 旋转 群 下 的 不 变 于 空间 。， 因 它 为 实 
不 且 科 ,所 忆 攻 沪 观 个 空间 ,tj 一 和 Ag， 

我 们 还 要 就 明 

定理 4 n 亲 空 间 实 不可 物 旋 转 群 全 如 窑 有 中 核 , 剧 %=2m， 
中 核 为 一 故 , 日 在 适当 和 莫 下 ,中 核 的 李 代 数 和 的 生成 元 凑 为 


0 1 
-1 0i 0 
和 (4.6.5) 
QO | ?7 
-10 
【应 】 任 取 李 代数 G' 的 中 核 中 的 一 个 元 素 , 拜 已 寂 好 直 变 
基 把 它 北 刻 标 谁 形式 
0 G | 
ey 0 | 0 
(ol) — :0 @ 
: 一 此 用 
0 0 2 
-6 0 


而 且 2 烈 久 下 流 有 等 于 土 & 的 非 零 元 ,这 就 是 说 ， 


1 : 4 am 一 
Ce 一 一 什 一 入 一 一 人 一 一 sp “一 一 0 各 -1 一 到 ， 


全 让 一 了 呈 
Cr 一 一 Ca Ti 一 如 天 十 区 (w=p+1, "= 号 外， 
怖 
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其 人 寻 的 时 = 二 0, 
出 于 中 楼 与 其 他 元 素 可 交换 ,区 知 (ai EG', 于 是 成 立 
Mo! 一 Cd —0. 
尾 别 开间 一 2 一 24 (2 一 I，…; DP) 央行 
Qa bugas 一 口 ; 
了 4 一 2 一 工 , 帮 一 22 一 本 刚 有 有 
一 Ga — Dugas 1 0, 
但 由 和 夫 士 加 ， 疏 得 
Gad 7 02d_1—0. 
同 理 
人 2 一- 全 2 一 个， 
在 区 盖 28 十 1 时 ,分 别 到 一 24， 20m 及 ij 一 29 一 1 下 2>2o 得 
fie-i1=0, d=0 {Fh>2m). 
由 此 可 见 ,ta9 构成 不 变 平 面 . 但 由 于 个 实 不 可 牺 , 故 必 
须 有 .% 一 2 一 2 这 表示 全 的 中 心 在 特殊 基 下 可 伦 为 ， 
0 也 | 
一 如 0 


U 


“0 全 
一 如 0 
如 果 ( 想 ) 也 属于 G' 的 中 心 , 则 有 (8 外 与 (0) 可 交换 ,所 以 
bicf — oiDb*=0, 
这 表示 wi 一 不 85 为 对 称 重 ,但 因 内 也 可 与 好 变换 ， 双 他 为 实 
不 可 和 芹 的 ,有 所 以 


0 


所 以 
一 A 【《(0) 为 (60 的 道 耻 )， 
可 见 { 避 ) 同 样 具 形 状 
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下 
0 ‘) 
一下 0 
0 和 6 
一 0 
5 一 一 之 ,因而 中 核 是 一 维 的 中 核 南 元 素 
0 1 D 
-1 0 
0 “0 1 
一 下 收 


所 此 成 . 

还 要 指出 , 任 一 旋 楼 群 2 G 如 为 可 鬼 ， 则 其 障 可 以 分 解 为 软 

简章 的 形状 ,发 瑟 为 他 的 一 个 不 蛮 平 面 ,可 作 尼 的 和 直 变 补 开 :, 开 。 

也 是 的 不 次 平面 ， 如 局 在 并 (或 了 I) 上 仍然 可 物 , 则 继 粳 作 这 

样 的 分 解 , 到 最 后 , 空间 必 可 选 出 直 变 基 , 使 Gf 中 元 素 均 具 形状 
1 


4 ， (4.5.6) 


4 

这 里 的 4，4a，…，44。 均 为 直 变 阵 , 各 构成 在 相应 的 子 鹤 关中 

的 示 可 鹊 旋转 群 , 还 可 把 41,…，4, 依据 它 个 是 否 等 价 ” 而 分 
b 我 们 常 开交 交 秤 了 退 为 全 将 次 烙 , 又 旋转 群 指 交 交 群 藉 其 子 状 . 


"和 | ds 多 价 是 指 存在 一 个 确定 的 莫 洁 次 交 陆 了 ， 使 如 一 471 对 条 G 
中 所 有 的 元 毒 成 立 ， 


i04# 可 我 数 .和 巷 性 李 代 煞 [ 弟 四 富 


成 替 王 类 ,从 而 人 中 元 素 可 表 为 


[ 用 曙 
Ba 和 


的 形状 ,Bi1,…, Bi 均 为 相交 阵 , 各 构成 在 相应 的 子 空间 中 的 不 
可 煌 旋 塘 群 、 尼 六 和 B (7 关 8) 不 等 价 ， 


9 的 李 代 数 元 素 基 可 表 为 
0 站 
1 
CT 人 
， oO, 
中 ”， ? ‘4.5. 8) 
- 局 
0 “0 


C1 … 二 当 属 于 B51, “3 Py 的 李 人 代数 . 

为 了 后 文 需要 ,我 们 在 这 里 再 斤 小 一 个 引 理 。 

引 理 2 (Sehur) 认 孔 和 怠 各 为 有 阶 腊 和 5 阶 陈 的 集合 ， 
各 为 不 可 葛 的 , 及 存在 nxm 陆 ,使 对 每 一 O14E 马 ， 必 存在 
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C0,E 35s, 使 : 
: OB = BO,. (4.85.9) 
及 对 33 中 的 性 一 Ca, 世 坟 有 231 中 的 0 使 上 趟 成 并 , 阿 末 只 可 
能 有 两 种 情形 : 
(i). B=0; 
《站 ) mp 一 nn, 五 为 非 虹 的 . 
【 诈 】 发 号 关 0、 把 2，23 湘 成 作用 于 向 量 空 浊 车 , 和 上 mw 
的 三 性 变换 , 记 下 的 列 阿 量 为 加, 一， Pm， 密 全 为 上 的 向 量 ， 
生成 六 的 一 了 于 空间。 从 等 式 (4:6.9) 可 尼 语 ,bm 共 二 | 
的 变换 后 人 协 海 加 ,，…，bw 的 入 性 租 合 ,从 此 可 见 5 为 31 的 不 变 
子 空间 . 因 名 为 不 可 和 匠 ， 人 ，…，B 不 全 为 0, 有朋 户 为 全 空间 
,所 以 mr 二 WB 的 秩 汝 为 nn. 
对 等 滤 尾 :BD:9) 两 这 进行 炉 旱 还 可 推出 
OB'= B'O!. (4.5.10) 
依 剖 二 阅 样 的 理由 成 立 驶 志 m,， BB 的 秩 数 六 中。 联 台 这 两 琅 面 
的 革 东 ,就 成 和 吧 一 m 卫 五 为 满 聊 . 引 [ 理 证 增 . 


8&4.G 砍 转 群 的 交 摸 旋转 


在 章 性 Riemann 空间 的 研究 中 ,我 俩 往往 要 求 出 和 一 已 答 
旋 苇 群 中 的 一 切 旋 圭 可 交换 的 旋 塘 的 全 体 ， 这 一 问题 是 可 以 彻 
底 地 了 予以 解 关 的， 

引 理 1 设 介 为 n 炊 实 向 量 空间 的 一 个 不 可 煌 多 性 群 ， 3 
为 和 Q 中 每 一 变换 相交 换 的 六 人性 变换 的 全 体 , 则 卫 只 能 是 下 壕 
三 种 情形 之 一 : 

(i) 从 同 构 子 实数 体 ; 

(一) 户 同 构 于 复数 体 ; 

(ii) 卫 同 构 于 四 元 数 体 ， 


106 ， 村 代数 ， 焰 性 丰 代 数 [ 幕 四 好 
【就 】 选 好 空间 及 , 的 一 租 基 , @, 了 中 的 元 素 均 用 % 阶 方 
阵 求 表示 设 4€3, BEF, 显然 44 十 BEB, 即 翌 关于 加 法 大 
肖 。 再 说 4 E52, 4 关 0, 雪 证 明 4 为 可 道 , 素 实 上 ,4 必须 不 以 0 
为 特征 值 , 天 好 ,县 特征 值 有 的 向 量 的 全 体 就 会 棚 胶 怠 的 一 个 不 
变 于 空间 ,但 9 为 不 可 狗 , 4 双 不 等 于 0, 所 以 A 存在. 依据 
关系 式 
OA=AC (CEN, AED, A220, 

可 网 

A0~0A1 {OEDY. 
因此 41E， 此 人 外 ,如 有 4E2F,，BEB, 期 对 任意 OED, 成立 

(ABIG~ACB-OAB), 
所 羽 写 区 于 科 法 也 为 独 表 ， 双 翌 中 旺 然 包含 形 为 汪 的 阵 ， 因 
此 必 构 取 一 体 , 厕 且 包含 了 形 为 % 如 的 阵 所 成 的 体 ( 和 实数 何 同 
构 ) , 依据 Frobenins 的 著 省 定理 一 一 实数 体 的 有 限 扩 张 必 和 
实数 体 本 身 , 复数 体 或 四 元 数 体 立 一 同 构 , 引 理 获 明 党 地 ( 则 
IIoamparE I. 0. [11). 

设 避 CC 记 ,显然 也 有 和 CEZB 信 实 数 )， 因此 ,如 来 我们 要 求 
台 的 所 有 的 交换 旋转 所 成 的 群 ,因为 复数 体 为 西 参 数 的 ,四 元 数 
体 沪 四 从 数 的 ,万 以 除 在 凡 的 情形 外 ,这 个 群 只 可 能 是 单 容 数 的 
群 或 二 大 数 的 群 . 

引 理 2 设 如 为 不 可 和 鸭 的 旋 畔 群 , 且 容 有 单 套数 的 变 撞 旋 
租 群 , 那 未 由 一 20m， 上 且 可 选 适 当 的 规范 看 变 基 , 依 电 的 李 代 数 中 
元 案 可 用 短 障 

( 4 2 ) (4.8.1) 
_B 4 
表示 , 式 中 的 4 为 m 阶 反 称 障 , B 为 mm 阶 对 补 际 . 
【RE】 各 此 单 参 数 放 转 群 Gi 已 属于 吕 , 那 末 9 已 有 中 梳 ; 


§ 4:6] 旋 起 人群 的 实 换 旋转 10r 
如 果 此 单 参 数 旋 入 群 不 属于 名, 那 未 8 的 元 素 和 此 单 参 数 群 的 
元 素 的 乘积 的 全 体 就 构成 一 个 旋转 群 , 也 容 有 中 核 , 所 以 俯 
8 4.5 定理 和 可 见 , mn 一 2m， 且 可 选 适当 的 规范 赴 交 基 , 使 挟 的 
李 代 数 赴 元素 


0 1 
_T 0 
0 工 
1 0| 
0 1 
-IT 0 
生成 , 绸 玻 选 基 , 容易 昂 到 ,这 一 反 称 健 就 花 为 
7 一 ) (4.8.2) 
Fo: 
因此 各 的 李 代 数 中 的 阵 均 和 这 一 砷 可 以 变换 , 珊 昌 中 的 李 代 数 
的 了 肆 为 
A B 
(2 5b) : 
于 此 有 4, B, 0O, 也 均 为 m 阶 方 阵 , 4, DD 为 反 称 ,六 O= 一 BB'5. 
依 可 斤 的 条 件 , 双 有 


A=D, 0O=—B, 

从 此 就 得 出 引 理 的 精 诅 . 
由 第 一 章 的 讨论 及 {4.8- 了 ) 式 可 知 ,具有 非 斑 几 可 交换 旋 贝 
的 未 可 和 煌 旋 烷 群 必 为 复 可 物 的 .事实 上 ,还 可 直接 证 有 阴 , 加 对 一 
复 丰 可 条 的 太 阵 巢 合 二 ,和 它 相 变 换 的 孟 首 为 和 再 的 形状 .为 此 ， 
只 须 注意 到 相交 换 的 阵 C 的 对 应 于 某 一 确定 的 特征 值 入 的 特 
征 癌 世 的 全 体 必 为 2 的 不 变 和 平面 ,因此 就 必须 为 全 室 间 ， 所 以 
2 B' 表 上 B 的 围 镭 ,后 交 中 世 将 用 此 本 导 ， 


人 
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CO—AE. 
如 果 我 们 选取 群 日 ,其 蕉 人 忻 李 代 煞 为 具 形状 (4:6.4) 的 反 
称 委 的 全 体 所 构 戊 的 ， 池 在 米 验 证 ， 这 一 站 诡 于 代数 为 不 可 葛 
的 ,而 且 和 和 定 可 交换 的 反 称 陈 只 有 {4.6.23) 及 其 和 实数 的 溢 积 ， 
为 此 ,我 们 考察 mr 灯 丁 空间 中 的 西 媳 ， 在 规范 直 交 基 下 ， 它 是 
由 满足 
UU 
的 局 阶 复 方 陋 普 成 , 瑟 的 从 性 李 代 数 元 对 蚌 由 满足 
户 "十 严 一 0 
的 mm 阶 肆 构成, 记 玉 为 
V =o) (Pp, 9=1, ., %), 
式 中 格 , 本 均 为 实数 , 且 满 足 
asas=0, 理 一 到 一 0 
作 六 的 实 形态 (大 $1 5) ,我 们 就 得 到 形 如 (4:6.:1} 的 量 , 因此 所 
更 的 群 为 各 维 商 群 的 实 形态 "”， 我 个 已 艳 知 道 , 任 一 单位 向 量 
可 通过 西 变 换 而 化 到 任 一 其 他 的 单位 向 量 ， 所 以 在 % 闪 奖 稳 性 
空 好 中 群 遇 也 有 此 性 质 ,因此 如 海 未 可 轴 的 .及 裔 


(pp ) 


是 和 所 有 具 形 试 (4.6.1) 相 变 换 的 反 称 障 , 取 B=0, 由 站 楼 运 
算 可 得 
AC=0OA, AD=DA, AD'=D'A, 4 太一 万 4 
因 4 为 任 音 反 称 阵 , CC, 也 必须 为 反 称 , 所 以 C= 了 ~0, 尺 必 须 
有 对 一 A 到 ,所 以 和 如 相交 换 的 旋转 确实 只 是 由 (4.6.2) 所 生成 . 
引 理 3 让 积 灼 空间 中 时 


人 


裤 性 李江 数 . 
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4 B 全 Dn 

—B A Dn 0 

Di 一 六 4 B 

DD 0 BB 4 
的 全 体 构 成 一 个 不 可 和 鹊 旋 转 群 吾 的 李 代 数 五 ', 而 五 的 交换 旋 
奈 为 三 参数 的 旋 畦 妊 如 , 式 中 4 为 任意 的 了 阶 反 称 障 , B, ， 
如 为 任意 的 和 上 阶 对 称 阵 , 冯 瑟 " 的 炉 性 李 代 数 有 基 


(4.6-8) 


ap 
0 
了 1 一 » Ts » 
— Fan 喘 ap 
—H, 0 
0 Fa 
a 0 
T=| 3? 4:6.4 
o pl 69 
EB, 0. 


【证 ]】 通过 在 著 计 算 就 见 琐 , 阵 和 .6.3 和 五， Ts，Ta 均 可 
交换 ,因而 (4-6- 引 所 生成 的 旋转 群 的 确 具 有 三 参数 的 交换 施 
转 , 班 在 受 腑 证 {4:6.3) 所 生成 的 旋转 群 为 不 可 物 的 。 为 此 ,此 
注意 到 五， I, Is 满足 

型 一 一 再 ， 理 一 一再， 下 一 一 盏 ， 
一 6 
TsTi=——TiTs— 1. 

性 取 一 单位 同 似 了 站, 记 
isf=d, lsf=—h, 了 了 一 站 
因 ,La 为 反 称 ,如 用 4 的 记 数 旺 积 ,就 有 
(Ff, 9 =0, (Ff, =0, {Ff, 和 一 0 
此 外 ， 
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Cg, Df, 五 六 一 一 (六 六 一 人力 一 上. 

同 理 有 

(Rk, hh)=1, 【下 ， 亚 ) 一 工 . 
及 由 (6'5) 式 可 网 

Th=k, oh—g, lig—h, 
所 以 民有 
(hk, P=0, (g, -0, {g, 太一 0. 
因此 四 个 癌 量 了 ,gh 有 , 玉 为 志 交 的 ,我 们 选 基 ,使 
六 一 了 ， 1 一 站 ， fpri— 8, 了 ap 一 天。 
再 取 和 Jf, 9, 天, 天 相 直 记 的 任 一 单位 向 量 为 户 ， 而 全 
了 3p13 一 上 :六 3， 六 3 一 了 3， fapra™— Leafs, 
那 订 fa, fptsa, fap+a; fant3 也 是 家 互 志 交 的 单位 间 若 ， 此 外, 下 
CF sptas FO = Tifa, FO =—— {fas Tf) — (fa fap41) =0 
土 式 可 风 fon4s， Fora) faptrs A fi, foris fap+1; fopz1 多 垂直 ， 选 
ja 为 任 一 和 这 些 已 作出 的 向 量 相 直 记 的 单位 向 量 , 继 炉 依 此 步 
联 进 行 下 去 ,我们 就 得 空间 的 另 一 棚 规 范 直 交 基 , 在 这 可 菇 下 ， 
-1 3， Ta 的 生 阵 形式 仍 为 导 .6. 且 ;次 易 队 证 ,和 (人 .6. 分 相交 
换 的 反 称 阵 的 集合 就 是 阵 (4.6.3) 的 祭 合 , 因而 依照 新 的 基 , 李 
代数 匡 " 的 年 障 仍 为 集合 (4:6.8)， 由 于 阵 中 第 一 列 除 第 一 元 
素 必 须 为 0 外 其 余 元 素 均 为 任意 ,所 以 方 在 群 吾 中 可 依 和 访 直 
交 的 尾 一 方向 运动 ， 由 于 记 为 任 一 单位 向 量 , 从 此 可 网 互 就 是 
不 本草 的 ,因为 在 不 变 平 而 上 的 向 量 的 运动 方向 总 是 有 限制 的 ， 
引 理 广 毕 ， 
注 “” 甜 陈 集合 (4.6.3) 为 2p 茜 复 向 量 空间 的 阵 
F-( 0 ) (4.6.6) 
— BiD Atid 

的 活 形 态 ， 这 冬 的 阵 的 集 人 台 实 际 上 是 本 代数 和 注 代 数 的 变 扣 ， 
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因此 群 五 为 西 群 和 复 辛 群 的 交 的 实 形态 ( 称 为 本 辛 群 的 实 形 
仿 ). 
更 证 明 
引 理 和 设 下 为 一 空间 品 , 的 实 旋 转 拜 , 攻 是 不可 先 的 , 及 
纵 有 三 参数 的 变换 旋转 ， 那 末 nm 一 名， 天 必 为 酉 注 娠 的 实 形态 
或 其 赴 可 鹊 子 群 ,和 在 适当 的 标 形 下 ,其 变换 旋 凰 群 的 李 人 代数 具 形 
状 地 :人 4) ， 
[对 】 发 7 为 一 个 交换 旋 赎 的 李 代 数 的 障 , 依 和 84.5 易 
晃 , 可 改变 va 的 实 常 数 因 子 ,使 
co 一 一 至 
到 全 vs 为 另 一 卫 换 诈 转 的 李 代 数 的 障 , 因 av 和 瑟 中 元 案 可 
恶搞 ， 所 政 aa 十 av JId3 一 J oi 也 入 中 元 案 可 交换 ， 
但 -as 十 va 为 对 称 限 , 又 二 为 示 可 葛 , 所 改 J 十 a 
一 入 总 ， 疏 WD 代 知 J3， 仍 记 农 为 7，， 于 此 gt 世 为 一 
个 适当 的 实数 ,就 成 立 
dat dei=0, J2=— 有 8. 
因此 又 有 
J ay 3 一 一 vsvi . 
定 艾 七 为 Vs、 因 
v 8 一 (Ta) = 1 af, 
所 以 va 是 反 称 障 , 也 属于 效 换 旋转 的 地 代数 .此 外 ， 
d= (dd (— J = —B, 
Jada=— —dady d=, da=d1d ea 一 一 1， 
Teli=— TJ Srle=didds— —),. 
同时 ,J1，dJ3， ds 为 入 性 无 美的 ,因为 如 有 
di dda ofs=0, 


于 扫 李 人 代数 . 趟 性 李 代 数 [ 促 哈 音 


鞭 在 西边 作用 ./s 就 有 
—dda ioE=0. . 
因为 i, V3 为 反 称 , 所 以 只 好 有 c 一 0; 同样 可 证 8 一 z=0， 所 
妨 J J a ds 炉 性 无 关 . 
四 .1 va ds 请 中 3] 理 3 中 了, Ts Ts 所 满足 的 (4.6.D) 
式 , 有 所 以 依 3| 理 3 证 朋 中 的 同一 六 浴 选 窄 间 的 规范 直 交 基 , 可 呢 
各 这 为 生 的 倍数, 使, va da 也 县 表达 式 (4-6.4), 因而 下 的 
诗 代 数 也 属于 二 "引进 讨 举 . 
名 侣 以 上 的 项 二 ,我 全 有 
定理 闹 扎 为 避 中 的 实 趟 可 和 鸥 的 旋转 群 , 如 果 宅 额 有 非 
和 平凡 的 变换 证 转 , 那 示 只 可 能 右 玉 列 一 种 情形 : 
(i) 去 容 有 单 套数 交 换 旋 转 群 , 昌 为 丁 群 的 实 形 和 楚 的 不 
可 葛 子 群 ; 
六) 翅 容 有 三 贿 数 的 交换 旋转 , 且 为 西 李 群 的 实 形 访 的 
不 可 档 子 群 ， 
法 适当 弘 变 定理 的 语 明 , 五 为 任何 实 和 不 可 鹊 的 糖 性 群 
时 也 会 有 相应 的 定理 .在 适当 坐标 下 , 交换 旋转 的 形状 仍然 
为 人 .6.2 或 他 6. 和 两 种 2. 
利用 这 一 定理 ， 也 可 点 作出 和 任意 的 旋转 群 相 交换 的 拭 阵 
的 全 体 ,为 此 ,我 们 把 已 输 旋 等 群 李 代 数 的 一 般 元 江 写 作 
0) 
C1 
0 YC, (4.6.7) 


1 Obata, M. [1], 


§ 4-6] 让 赃 群 的 怀 换 施 秤 I13 


(Cn | 
-oo 0 
一 的 (h=1, 2 和， (4.6.8) 
0 
Oh 
于 此 人 物 成 二 可 物 的 李 代 类 ,区 和 人 总 翅 六 为 不 等 协 的 . 
把 和 局 相 变 换 的 陈 4 写作 
Aoo A 本 Aor 
本 一 本 A 和 A ， (4-6.9) 
4 Ak1 1- 4 


这 里 站 的 分 抉 六 式 和 局 的 分 扇 方式 (4:6: 罗 相同。 由 AC 
一 QAd 就 可 知道 
AmE1 = = AAG =—0, 
E11Adin= = EAio=0, 
di 一 各 dh， 
有 一 和 5 
因为 各: 不容 有 会 共 的 雪 呵 基 , 所 列 由 
iAio=0 
就 推出 4 一 0, 再 由 (du 一 一 各 :40 一 站 也 推出 do1 一 0, 因 
此 得 


(了 十， 2，…， ;者 。 


A = = A = om Ap 。 


双人 恢 各 和 区 s 的 分 块 方 潜 把 4is 分 块 为 
By Bi "+" Bs 


二 


Fe Bs “ Bs 


(Bw 的 型 数 和 Os 的 阶 数 相同 ，Bw 的 行 数 和 Ca 的 阶 数 相同 ， 
六 8 流 允 3 中 的 G3 的 个 数 , 了 为 多 中 的 避 : 的 个 数 ) . 由 ia 人 
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= di 就 得 

z BC a = Boy + 

得 由 于 Ca 和 5 闻 等 价 , 所 以 由 $4:53 引 理 2, B04 一 0。 因 比 
Ais =0, 所 以 


Ay 一 0 全 夫 门 ， [4.6.10) 
再 决定 411，43a3， … 车 等 ,为 此 ,把 4 表 为 
万 了。 
4 -| Ea za Lar) (4.6:11) 
人 Pa Ta Ly 


Ttfa 四 二 了) 和 Oi 的 阶 数 相同 ,利用 
A 1 一 Eddi + 
就 得 
LO = CL, (4.6.:12) 
因此 Iw 就 是 和 Ca 可 变换 的 障 , 而 这 种 阵 的 合体 我 们 已 释 在 上 
面 的 定理 中 决定 好 了 s 所 以 A 也 这 定 好 了 + 同样 Asa, i 等 等 
也 都 决定 好 了 ,所 以 4 也 大 定好 了 ， 加 果 还 对 4 添上 对 称 或 反 
称 等 要 求 , 例如 要 求 4 为 对 称 , 那 未 di 中 的 Ls, Ls, ，…，Lm 
” 必 具 形状 加, 而 五 。 要 选 得 便 I 一 了 (ww 关 9); do, 等 也 念 
此 ， 逐 如 要 求 44 为 反 秩 , 则 4 中 的 az，…， 五 : 在 适当 上 坐标 下 
必 为 I1， I Ts 的 区 性 租 合 , 而 下 ,= 一 w(t 以 关 ); 4，… 等 
优 此 . 
后 交 中 可 以 见 到 ,这 一 代数 上 的 精 果 对 章 性 Riemann 空间 
的 寻 瞪 是 十 分 有 用 的 . 


党 五 盖 齐 性 罕 间 的 一 般 性 质 


$5:1 齐 性 空间 

更 在 从 嚼 一 和 前 度 米 计 诅 可 迁 的 亚 挽 行 ， 和 这 样 的 诗 葵 可 以 引 
辟 出 齐 性 空间 的 概 含 ， 并 制订 出 研究 齐 性 襟 向 的 局 部 微分 儿 何 
学 的 有 用 交工 具 . 

识 忆 为 7 杂 的 局 部 李 群 , 瑟 为 它 的 "一 n 休 的 子 群 (% 关 0)， 
那 示 全 可 以 分 解 为 关于 匡 的 左 迹 集 之 和 .， 左 索 集 的 全 体 构 成 
一 个 部 礁 的 等 间 ， 称 守 为 齐 人 性 空间 G/ 号 ， 在 第 三 章 中 已 到 放 
朋 ?, 可 在 群 全 中 引入 坐标 起 ,，…', js", 使 
wi 二 00nS6 一] 号 ，+++，) (B:1.1) 
为 天 过 集 ， 特 大 ,2 一 0 为 子 竺 豆 ,这 时 , 齐 性 空间 的 元 过 ( 左 迹 
入) 就 有 和 坐标 (o9) . 

入 他 在 齐 性 空间 中 有 宪 的 六 示 . 设 9g 于 为 日 /五 中 的 一 般 
元素 ,位 E 侣 , 代 表 变 换 

gH = gg , (6B:1.2) 
那 末 考察 对 应 一 三 s,， 它 满 足 性 质 
D 于 时 是 对 右 弦 集 证 明 的 ， 
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Sa dg — gg . (Bb.1.8) 

因此 是 -- 表 于， 如 前 所 见 ,在 所 选 的 学 标 下 , 笠 和 的 涨 波 关系 为 

rp (ur, vi), 

Kt pr UT®, we), 

机 让 为 9g 的 坐标 , wr 为 有 的 坐标 ， 券 末 ( 中 :1: 和 的 第 一 式 
就 是 (6.1. 纪 的 解析 溢 达 式 ,而 (B18) 就 相应 于 

Pu, PW, DO) = pp Ww) mi), {61.6) 

再 儿 放 表示 g 一 > SS 是 同 构 的 条 人 性 .万 立 

定理 表示 9~>5y 为 同 构 的 充 要 条 件 是 除 e 奸 吾 不 包 合 
如 的 正常 于 群 . 

上 证】 示 示 gS 的 核 的 抠 合 记 为 太 , 这 就 是 EEK 将 昧 
冰晶 一 gy 且 对 酝 俩 ygEG 成 站 .全 9 一 8, 性 见 下 性 及 ， 肥 因 
不 为 同 态 粮 , 所 以 芭 以 为 正常 于 群 ,因此 ,如 除 & 外 五 不 包含 
G 的 正常 子 群 , 则 表示 g->Sy 为 同 构 ， 叶 一 方面 ,如 瑟 包含 所 
的 一 个 非 焉 几 正 常 子 群 下 ， 基 当 并 EK 时 gE 必 有 而 二 ， 
健一 gg 后 ， 所 以 hg 一 ghH 一 g 开 ， 因 而 Ss 对 应 恒 等 变换 . 
所 以 , 珍 示 不 为 同 构 .定理 着 毕 . 

我 们 以 后 考 处 齐 性 空间 时 总 假定 G 在 G/ 五 中 的 表示 为 同 
榴 的 ,也 就 是 总 不 包含 总 的 非 平 扩 的 正常 子 群 ， 

往 ” 我 全 也 可 忆 利 用 右 旁 梨 的 全 体 构 成 齐 性 空间 ， 一 - 切 论 
述 可 以 平行 地 进行 . 

例 1 我 村 把 子 群 五 取 为 14, 这 时 9 互 即 为 g, 出 齐 性 窗 
妆 即 为 群 空 间 , (5 生化 为 

Tg" (ue, wr), (B-1:6) 
如 到 站" (vw, dv) 一 上 (wj)dz? 为 群 的 第 一 业 不 栾 形式， 闭 末 由 
(8: 革 6) 可 知 


(5.1.4) 


es" GT) = dy) (6B.1.7) 


中 症 -] 齐 性 淮河 li 
成 下 ,出 此 可 局 

dr? — A Cm, HW) ， (后 .1.8) 
式 中 4 为 (4 的 道 阵 的 元 素 ， 因此 得 到 无 卷 小 变换 的 微分 算 
疙 的 基 为 


wx 
在 一 般 的 情 疯 下 , 我 们 选 了 让 5, 使 2 二 60n3t 海 曾 ==0 的 初 
积分 , (5.1-4) 满 足 微分 浪 程 
EF, dF) 一 前 < 人 


山 边 滋 上 上 lz), 关于 a 作 和 ， 


Ko AYe) i. (5:1.9) 


dri— A(T) EG Cu, dw) (5.1.10) 
另 一 方面 ,由 于 入 一 oz sj) 是 变换 群 ,所 以 
dr = (rr (wu, dw) ， (56.1.11) 


因此 推出 
Erp wn; Th) Yi Cu, de) 
— A (gi, vr; ot), pe, ur; gt, 7) ) i (ws, dw). 
特别 ,全 友 =0, de 取 任 章 值 , 由 于 pi(0, 0; #2 一， gp(0, 0; 
2?) 二 wi 得 
dumi) — AL (mw!, wr), 

因此 嫩 不 依 苯 于 w?, 而 变换 群 的 微分 算 于 为 

Ta el) 二 (5.1.12) 


在 齐 性 空间 中 ,和 群 G 是 可 迁 的 变换 群 , 这 因为 元 素 Sw 能 
把 任 一 劳 集 g1 变 为 男 一 旁 集 gs 瑟 , 这 里 的 ,gs 都 是 e 的 适 
当 的 邻 域 中 的 任意 的 元 素 . 

现 考 虑 相反 的 问题 :已 葵 一 个 可 迁 的 解析 变换 铬 

zim fi(g, wy), (5.1.13) 
作用 在 变量 (oz，…， 4) 的 一 个 区 域 居中, 式 中 的 了 i 关于 sw 
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都 是 解析 画 数 。 如 所 知 , 它 是 一 个 局 部 李 群 区 的 表示 ， 在 这 变 
换 群 所作 用 的 空间 中 选取 一 点 ,不 姑 取 为 Po: (0, …，0) , 考察 
群 中 使 这 一 点 保持 不 变 的 变换 , 郎 由 
FC0, #) =0 

所 定义 的 群 9 中 的 元 磁 的 集合 ， 显然 它 是 一 个 解析 流 形 ， 妈 是 
一 个 子 群 , 我 们 记 它 为 豆 . z 

作 考 集 g 豆 ,如果 g 把 点 Po 奕 到 点 Pi, 那 末 这 一 等 集中 的 
任意 元 素 也 有 此 性 质 ， 双 发 Pi 为 已 痊 , 那 未 恢 可 迁 群 的 定义 ， 
存在 全 的 元 率 g, 它 能 把 Po 变 为 PB， 因此 有 -一 个 旁 集 g 瑟 , 使 
其 中 的 变换 都 能 把 点 Po 变 到 Pi 飞 如 有 两 个 旁 集 gH，gaH 
帮 把 点 Po 变 到 卫 , 那 末 考 察 变换 gz1g1, 宪 总 把 Po 仍 杰 为 Po， 
因此 属于 及 ,所 以 guB 和 gsH 实际 上 是 同一 的 堆 集 ， 国 此 ,我 
全 就 得 到 蒜 险 : 一 个 解析 的 可 迁 的 变换 群 人 所作 用 的 空间 可 以 
解释 为 由 群 G 关于 子 群 吾 的 章 性 空间 ， 每 点 对 应 一 个 左 才 集 ， 
群 的 变换 就 是 属 G 开 示 于 汰 集 人 / 互 上 的 变换 . 

注 ”和 如果 我 们 用 其 他 一 点 一 来 代替 Po， 认 g 是 群 好 中 使 
点 Po 于 三 的 变 狼 , 那 末 书 点 的 安定 群 就 是 y 豆 gr1， 事 灾 上 群 
9g 互 乓 "中 的 元 素 确 平 使 PP 不 变 , 飞 屋 元 素 gn 使 点 了 不 变 , 那 未 
9 “919 显然 能 使 点 Po 不 变 , 序 ggx9C 吾 或 gyCgHyg1, 所 以 
9 如 9 于 恰好 是 点 三 的 安定 群 . 因此 未 同 的 点 的 安定 和 是 同 构 
的 . 如 果 我 们 称 子 群 9 豆 g-1 和 子 群 五 为 北 章 的 ， 那 末 还 可 以 
柄 : 不 周 点 的 安定 群 是 相互 共 屯 的 . 

由 此 可 昂 , 把 于 玫 达 成 为 齐 人 性 空间 /五 的 形状 时 , 五 除 
了 一 个 共 瑟 关系 之 外 是 唯一 确定 的 ， 

我 们 要 指出 点 Po 的 安定 群 的 微分 算 子 的 作法 。 良 


.而 
Tambo Bar 


§ 区. 1] 齐 性 至 机 了 
为 群 的 微分 算 科 地 代 数 的 基 , 由 于 群 为 可 迁 的 , 在 83.8 中 已 风 
到 矩阵 局 st0)) 的 秩 数 必 为 mw, 解 古 重 
csat0) =0, 
洗 有 7 一 ww 番 儿 误解 65 (p=n 十 1,…, 7)， 那 末 Gf 下。 就 是 点 
Po 的 安定 群 的 微分 算 于 李 代 数 的 基 .， 事实 上 ,我 们 由 方程 
CE 一 和 人 
知道 ， 如 果 名 (e) 一 0, 那 林 以 1 一 0 时 玉 一 wi! 为 初始 条 件 的 解 只 
能 是 如 一 vi, 及 如 如 (2) 不 全 为 0, 则 由 名 (e) 所 生成 的 章 参 数 变 
换 群 不 能 使 点 “保持 不 变 ， 因 此 ， 由 oz 所 生成 的 群 就 是 点 
:io 的 安定 套 ， : 
有 时 ,我 们 还 可 以 重新 选取 基 玉 (, 了 ,, 使 敢 , 为 瑟 的 微分 
算 子 李 代 数 的 基 , 互 * 就 生成 一 个 于 代数 ,所 以 有 os=0, 部 
[人 A,, 夏 o 一 0pg 伟 ,， 
注 ”如果 所 熔 的 可 迁 变换 群 并 非 解析 的 ,但 为 充分 光滑 , 例 
如 产 为 zw 的 Cs 而 数 , 双 乘 法 关系 也 为 C8 画 数 , 那 来 依 本 节 
的 叙述 ， 我 们 仍然 可 尽 得 到 一 个 乘法 关系 为 Ce 的 局 部 群 从 和 
0 的 子 流 形 所 成 的 子 群 互 , 依 8 8.2，8 3.4 的 时 论 ， 可 以 选取 
坐标 of, te， 使 这 可 迁 变换 群 及 乘法 关系 在 这 上 坐标 下 的 表达 式 
为 解析 的 . 
我 们 再 考察 下 面 的 例子 ,并 添加 一 些 部 明 。 
例 2 设 避 是 % 灯 实 欧 氏 空 间 的 运动 咯 
. Biwi 
式 中 必 j) 为 任意 的 相交 障 , 合 瑟 为 子 群 
一 (于 人 
那 未 互 为 点 (0, …, 0) 的 安定 群 ， 纺 三 Gom (=n 十 1, …， 
2 下) 在 示 查 交 群 元 素 的 一 个 解析 表达 式 , 忆 表示 zi 那 未 
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Gr 中 元 素 有 举 标 w(a 一 1， -A 全 下， 二 中 元 素 的 从 
标 为 芭 一 0 发 8 有 具 坐标 (2 2) ， 那 采 8 就 折 原 点 变 为 
所 (因此 点 和 志 尘 集 成 一 一 对 应 ， 观 点 { 喇 2) 
的 过 定 群 为 4949 特别 取 了 为 变换 
Pi wi i 
著 末 点 (好,， -WW ) 的 坡 定 群 为 
Fi (wi — wl) + 

凡 一 个 下 性 空间 有 时 还 可 以 导出 另 一 齐 隆 空间 。 俩 如 , 在 
网 汪 中 的 芭 的 作用 下 ， 欧 氏 空 间 的 址 药 是 相互 变化 的 ， 因 此 父 
可 在 欧 岳 空间 的 直 匆 全 体 所 成 的 梨 台 上 有 其 表示 ， 取 定 一 - 直 缕 
和 一 全 一 一 和 一 0 考察 群生 中 使 这 一 直入 丰 变 的 恋 换 的 登 性 

iptul, Wag 《ee 一 分 ，%) ， 

式 中 《ss 为 任意 的 % 一 二 阶 的 直 变 障 .。 这 种 变换 的 从 体 显然 成 
一 群 羡 1, 因此 我 俏 就 可 灸 把 站 蕉 欧 氏 空间 的 直 药 的 从 性 所 成 的 
空 问 抽 系 地 丁 解 为 齐 性 空间 如 /十 ,， 用 炊 似 的 方法 便 可 愉 欧 琵 
笃 间 导出 各 种 各 禅 的 齐 仁 宏 间 来 . 

吾 导 的 几何 学 (如 射影 罕 间 的 见 何 学 、 非 欧 有 几何 学 、 其 形 玫 
何 学 等 等 ) 依 F. Klein 的 分 业 均 可 更 为 具有 一 可 计 变 换 攻 的 全 
合 , 为 此 可 归 大 于 齐 性 空间 的 范畴 肉 。 依 列 地 的 重子 可 以 每 到 
局 未 ,内 一 已 知 的 齐 性 窄 间 况 可 作出 新 的 齐 性 空间 来 . 

利用 已 痊 的 群 及 其 子 败 也 是 制作 齐 性 空间 的 一 个 具体 的 办 
潜 , 例如 取 旭 为 % 阶 非 异 广 阵 所 成 的 一 群 , 瑟 为 毛 的 一 个 子 群 
(不 包 合 如 的 正常 子 群 ) , 那 未 就 会 得 出 齐 性 空间 如 /二 来 . 


号 ' 志 相 切 京 间 ， 迷 同 群 
在 %% 礁 室 辐 型 的 任 一 点 Po, 作 所 有 的 切 向 量 的 集合 , 宅 仍 


中 后 < 全 | 相 切 宇 间 。 述 癌 群 13] 
构成 一 个 仆 的 右 其 空间 , 称 为 相 切 空间 , 靳 为 了 当空 间 弄 
王 点 二 的 坐标 系 芒 (和 给 好 频 皇 ， 相 切 空 关 的 每 一 元 素 由 其 相 
应 的 反 变 支 其 所 确定 . 具体 地 襄 : 届 入 一 凡人 间 表示 过 Po 点 的 
光滑 且 儿 ,又 1 一 0 对 应 于 点 Pu, 那 示 (学 ) 就 是 这 程 曲 起 在 


套数 上 的 表示 下 在 点 Po 的 切 向 量 的 反 变 支 遇 . 以 石 汇 下 中 的 
第 j 交 考 为 上 其余 支 量 为 零 的 元 素 , 部 个 向 有 量 卫 全 一 1 2， 各) 
构成 点 Po 的 相 屿 窒 半 的 一 个 标 形 , 称 为 附属 于 坐标 柔 靳 (zw 站 的 
自然 标 形 ， 于 末 任 一 以 下 为 支 量 的 向 基 % 可 表示 为 

再 一 iT,,. (B:2.1) 

在 坐标 变换 

vi fi (wv) 

之 下 ,有 曲 炉 才 ==wi() 的 方程 恋 为 
2 一 产 (人 有) ， 

所 入 在 (5 从 标 污 芋 下 ,七 向 量 的 支 基 变 为 


Gd Do fadei 

号 一 (党 ) (全 ) (6.2.2) 
记 附 属于 坐标 邓 各 (2 的 自然 标 形 的 基 为 了 , 由 此 就 可 内 到 .向 
最 卫 可 表达 为 


By 一 
7 (名) Ge 
因 之 也 成 立 
一 Oni 
《i 一 3) 并 5.2.4) 


(5.2.3) 和 (5:2. 人 是 自然 标 形 的 其 在 誉 标 变 换 下 的 到 式 

在 许多 场合 ， 对 相 切 空间 选取 和 坐标 采 航 无 关 的 其 是 很 有 
好 外 的 、 呈 体 地 议 ， 在 全, 中 选取 w 个 黎 任 无 关 的 向量 a, es 
…， Bx， 法 未 性 一 同时 » 有 天 表示 为 
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二 Wig , (BbB:2.5) 
这 轩 的 ,ww 均 寺 因 上 坐标 变 换 而 有 所 改变 。 如 果 和 在 是 一 坐标 条 
将 下 ， 


ci 一 局 了 (5.2.6) 
某 染 由 
v— wi hIj= wT) (5.2.7) 
可 这 得 到 | 
v= 一 局， (65.2.8) 


这 里 彤 为 ( 太 ) 的 逆 阵 的 元 素 . 
在 {0 ) 华 标 系 东 下 ,以 dwi 为 反 变 支 量 的 向 量 训 为 
dP =daiT, (6.2.9) 
依据 微分 的 变换 法 则 以 及 性:2.: 台 式 ,我 们 有 
dv, = di,, 
电 此 可 昂 , di 是 和 坐标 选取 无 美的 向 量 , 在 一 个 坐标 系 入 之 下 ， 
它 田 一 租 坐 标 微分 所 确定 ， 自然 , 宅 应 均 随 着 举 标 狼 分 的 改变 
而 改 弯 . 
在 一 个 泽 标 系统 下 ， 每 点 都 有 一 个 自然 标 形 ， 我 们 也 假 
识 ， 在 每 一 点 又 已 选 好 一 个 不 因 举 标 变换 而 改变 的 标 形 的 基 
二 1 3，…， wn)， 基 8 在 下 述 音 义 下 称 汶 解析 的 (器 充 分 光 
清 的 ) : 宅 们 在 任 一 自然 标 形 下 的 支 量 是 举 标 wi 的 解析 的 (或 充 
分 光 清 的 ) 面 数 . 如 果 在 每 一 点 一 都 葵 好 一 个 微分 00， 那 林 依 
(6.2.9) 和 和 (5-2.8) 就 有 
di =m, dg) ei, (5B:2.-10) 
式 中 
(rm, dA) = ht wp) da (5:2.11) 
为 个 独 开 的 Pfaff 式 ，dP 和 和风 和 举 标 选择 无 关 .， 在 坐标 
(Wi) 中 ,如 读 
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dP=(r, dr)e;, 
屠 沫 就 成 了 江 

iw, 一] 

妈 ， tw， dw) 在 举 标 变换 下 其 煞 人 为 不 变 ， 相 反 地 , 如 果 已 答 
% 个 长 人 性 无 关 且 在 坐标 变换 下 数值 不 变 的 Pfaff 式 Qi{w, dm)， 
那 环 恢 

dP=ti(r, dr)e, 
可 以 在 和 餐 一 点 类 定 相 急 空间 的 趟 变 基 G6， 此 外 还 应 指 上 有， 如 果 
12 还 以 卫 于 雪 些 套数 加， 即 开 为 避 (r, Ww dz)， 屠 未 由 4d 
一 人 (2 WU dz)e: 也 可 以 央 定 一 个 标 形 族 , 但 这 时 每 点 的 标 形 已 
不 止 一 个 ,它们 还 依 明 于 大 数 风 ， 

更 讼 
Zi— fi(mi) (5.2.12) 

为 空间 的 点 变换 ，Jacobt 式 | 35| 不 等 于 0。 和 如果 在 这 姿 换 下 
点 卫 变 为 点 卫 , 过 点 卫 的 曲 太 好 一 人 全 变 为 曲 粮 


T= f(yi{t)), 
因此 ,这 一 筑 粹 在 点 五 的 切 向 量 有 支 量 
do /ary 1 dp! 
dt ); (s5),( dt ).. (6.2.18) 
利用 这 式 于 就 可 以 定 多 司 点 的 厅 扒 3 条 在 变换 下 的 变 挽 规则 六 
(6) i210 


式 中 全 是 变 后 向 量 关于 点 五 的 自然 标 形 的 支 量 . 由 此 人 可见 ,在 
玉 中 的 任 一 非 异 的 点 变换 就 会 请 导出 变 前 点 和 挛 后 点 的 相 切 空 
用 抱 灯 人 性 村 应 (5:3.14)， 特 别 ,如 变 的 (6:2-12) 使 点 了 不 从 ,从 
6:23.14) 就 产生 出 点 卫 的 相 切 空间 自身 到 自身 的 入 性 变换 . 
我 们 加 和 到 齐 人 性 空间 来 ，Po(0,，…， 站 是 它 的 一 个 定点 , 五 是 


194 潮 性 空间 的 一 般 性 质 [第 下 章 
Tg (un, HH) 《入 一 中 二 了， 人) 
依 避 :2 到) ,在 Po 点 的 问 量 dw! 芝 到 变换 
一 OF oo 
dz (5) dp ， (5.2.15) 


这 里 的 (5 各 中, 已 用 (0,…, 0) 代 天, 而 地 可取 任意 数值 
这 样 ， 安 定 群 中 以 ww 为 参数 的 元 来 对 应 于 Po 点 的 相 切 窑 间 中 
的 各 性 变换 (5.2.15)， 五 中 两 个 元 素 的 乘积 区 换 可 表 为 
rig, gu, 1)), 
双 因 
0=g (ww, 0), 
所 以 


(P(e 


因此 , 这 个 对 应 是 同 琳 、 人 5.2. 指 ) 的 全 体 构成 相 屿 空间 上 的 一 
个 楼 性 群 , 称 为 迷 辣 蕉 . 

在 齐 性 空间 的 每 一 点 ,都 有 一 个 迷 向 群 ,更 问 不 同 点 的 迷 向 
群 之 间 有 人 行 乏 关 柔 ? 说 


i— fi(m) (Bb:2:16) 

为 吕 中 的 使 点 Po 变 为 点 了 的 任 一 变换 , 妈 记 
X'sw!) (5-.2.17) 
是 翌 的 造 变换 ， 那 未 ， 全 上 节 的 答 述 , 点 卫 的 安定 群 的 方程 可 


表 为 
Tfi(g(ly, ys))), 
因此 点 卫 的 迷 向 粹 中 的 元 素 可 条 为 


(BE) 0 
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式 中 的 (-587 ) 表示 这 一 导数 中 的 变量 已 用 卫 点 的 坐标 代 估 . 


市 于 (52-17) 为 (5-2.16) 的 道 变换 ， 所 以 方 障 ((-3 鼎 -) ) 和 
(( -入 -) ) 是 互 逆 的 ,由 此 可 昂 ,在 不 同 的 点 的 迷 向 群 是 同 构 的 ， 
反 一 点 的 迷 疝 群 到 另 一 点 的 迷 向 群 的 同 构 对 应 可 以 利用 证 阵 的 
相似 而 得 到 |. 

一 般 襄 来, 安定 群 和 过 向 群 未 必 是 同 构 的 , 例如 , 我 们 考 呈 
n 礁 宏 间 的 射影 变换 群 


_ A , ， 
PE YE- detias| #0, (5.2.19》 
此 是 nin 十 2) 参数 的 变换 群 ， (0, i 0) 二 的 安定 祥 为 
一 位 
二 (6.2.20) 
有 WN 十 了 个 参数 , 它 的 迷 向 群 是 
d= qi de, (5.2.21) 


息 是 完全 黎 性 群 , 只 有 吕 个 套数. 

迷 疝 舒 征 一 如 性 群 ， 当 然 可 以 依照 -… 般 的 办 法 来 制作 它 的 
于 性 池 代 下 ， 我 们 在 下 一 节 将 会 指 郧 这 个 恕 性 李 代 数 可 以 利用 
群 的 精 构 常数 很 快 地 制作 出 来 . 


号 3 章 性 空间 的 可 容 佣 标 形 族 


在 齐 人 性 空间 关中 , 取 点 Po: (0,…, 0) , 在 此 点 选取 -一 个 标 
形 总 , 其 基 为 .已 知 群 9 的 乘法 关 采 为 

Ti pi (ur, w'), 他 一 gp (wr, 2 ， (B.3-1) 

而 训 一 狂 三 程 就 是 好 中 的 点 变换 的 方程 ， 在 $5.2 已 狐 齿 到 ， 

在 以 为 套数 的 变换 下 , 壬 形 号 也 变 为 另 一 标 形 RQwr) , 出 于 

p(w, 0) = wi, (5.3.2) 


了 3 齐 性 空间 的 一 般 尾 质 [第 五 这 
所 以 QF) 是 在 点 (tp 的 靶 室 疝 秆 的 一 个 标 形 ， 五 (2 
的 全 体 称 为 齐 性 空间 的 可 浴 许 标 形 区 显然 , 以 4 为 参数 的 群 
中 的 变换 把 标 形 了 (ww) 蛮 为 标 形 王 (0 , 于 此 
Ur gy, YW), 

这 就 说 明 ,就 整个 标 形 族 了 (es 而 普 ,在 和 群 台 的 变换 下 , 其 中 的 
标 形 是 相 百 变 换 的 , 肥 玲 昌 是 可 迁 地 作用 于 集合 于 (aa) 的 . 

在 护卫 :0 ) ,我 们 考察 向 地 9P=de'T 了 i, 参 活 于 标 形 了 (wi,w?) 
的 东 #， 就 成 生 

dP = Er, Og)6,, (b'3.8) 
取 中 的 全 是 吕 个 独立 的 Ptaft 式 , 它 全 只 包 合 微分 0 人 一 二 2， 
一 ,0) ;但 它 的 孙 数 还 依 畏 于 z! 和 wr 这 因为 是 依 辑 于 同和 
8 的 ， 释 过 变换 (6.8.1) 后 ,点 {20) 变 为 (2 人), 向量 dP 变 为 4P， 
ea 变 为 6. 因为 在 点 变换 之 下 , 相 针 空间 的 向 量 所 遭受 的 变 搞 是 ， 
入 性 变 斤 ， 所 以 宪 们 之 阅 的 多 性 关 驼 不 会 发 从 变化 ， 因 而 我 们 
仿 有 
Gd 一 人 (mr， dr) er ， 
但 依 定 义 ， 
dP -Og, dr)e, 
所 记 成 这 
(mr, 一 

这 改 示 ,8 tw, dz) 构成 群 避 的 第 二 类 不 变 徽 分 形式 的 一 部 分 ， 
有 目光 独 六 的 . 

因 全 (ww dw) 为 微分 dwi 的 移 性 短 合 ,所 以 Pfa 全 方程 

(一 站 
为 完全 可 积 的 , 宕 的 初 积分 为 
Ww Ons 


攻 们 应 芯 构 成 寿 的 一 个 于 群 和 它 的 左 普 焦 ， 事 实 上 ， 由 
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(5.3.2) 式 可 知 , 一 0 所 表示 的 于 群 中 的 元 率 使 点 (0,…, 由 不 
充 , 为 试 一 点 的 安定 群 、 允 和 企 一 沙 中 的 元 来 为 便 点 (0,…, 山 变 
为 点 他 1) 的 变换 . 因此 写 怠 代表 使 点 (0 山 变 为 后 (人 人， 
的 无 旁 集 . 为 了 和 有 以 前 所 用 的 记号 相符 合 , 我 们 仍 记 你 人，d) 
为 wz dv) , 蕊 为 第 二 业 的 不 变形 式 的 完全 租 中 的 一 部 分 、 
可 容桂 标 形 大 和 不 半 形 式 w (te dx) 的 岂 定 依赖 于 在 点 Po 
的 初始 标 形 卫 的 选择 .如果 另 奈 了 以 代 柑 下 , 发 人 的 基 台 为 


6 一 开 6 ? 
显 邹 可 此, 我 们 得 到 舅 一 :个 可 容许 标 形 族 , 共 中 的 
Gi tier, 
”及 相应 的 
i= 


特别 , 如 选取 于 的 基 6 为 在 点 Po 的 自然 标 形 的 基 ,由 
dP = (0, 0, da)e ~ de 
束 可 知道 , 见 写 
ws, am) — Bi dp, 
那 未 就 有 
;1(0) 一 全 。 

现在 回 到 一 般 的 情形 ， 对 wi'(sm, dw) 再 添上 w? (zw, dw), 使 
得 ww， dw) 构 碟 第 二 类 三 变形 式 的 完全 和 粗 , 由 于 of=0 为 完全 
本 积 , 所 入 Uartan-Maurer 方程 可 守成 


Dot—.3 en Lt, tw] 十 的 [az，og] ， (Bb.8.4) 


De 一 地 oh Tes, ot] + en Ee, ou + ch [ee, wl] (5.8.5) 


《多 ， 站 ， 丰 一 了 ， 呈 ，-… ， 符 ; 仿 ， 3 一 
式 中 的 常数 是 群 的 精 构 常数 , 定 们 常 满足 Jacobi 大 程 ， 由 于 


128 - 前 性 空间 的 一 般 性 质 [ 弟 五 之 
cf 一 0,， 所 以 这 些 方 程 具 有 远 特 殊 的 形式 , 我 们 以 后 寻常 要 用 到 
其 中 的 : 


nt t 人 
有 向 一 全 ojp 二 Cep8ha， (5 .3.6) 
ih 而 下 
6 (5.3.7) 
正 和 喧 
eh obs ome Chi ORChn — Ono Chadlt ects, (5:3.8) 


锤 的 某 些 车 构 常 数 可 以 布 明 确 的 几何 音信 ， 我 们 现在 夸 指 
出 : Po 点 迷 向 群 的 李 人 代数 是 直方 障 (ef 所 生成 的 (大 考 于 基 
B17, 

考察 Po 点 的 安定 群 的 无 因 小 变换 ， 它 对 应 于 参数 洲 一 0， 
Uf 一 Gq?( 为 无 穹 小 最) 在 这 变换 下 ， 5 变 为 21+ O06, 于 末 

dP=wi(0, 0, (je 一 iO, Her, dx) (er 十 9eb , 
仍 训 
wr, dn) = bi mw dyi, 

长 上 去 惑 推出 


Ge, =: 一 Pr (0O, 0) (0 ) Or6:, 


但 5z 的 高 阶 无 敌 小 已 辉 轿 去 另 -~- 上 面 ， 补 Qartan-Maurer 
证 程 (65.:3:4) 中 亩 Sw 一 0,， Sxw? = 二 Se?， 一 从 一， 我们 有 


(2 ) Sr? drei cr, bi (0, OO} dr! or 8), 


Cyp CP (0) » 


所 以 
Oe: — 一 全 Go 6 
由 这 一 忒 子 束 得 和 了 所 需要 的 精 论 ， :这 时 所 大 洪 的 标 形 为 


RB Oartan E.[1], 


外 5,4] 非 素性 的 并 性 空间 ， 齐 性 空间 的 直 科 139 
(0 …， 0) 扎 的 % 等 别 ， 当 迷 向 笠 和 玫 定 群 局 构 上 时 ， 迷 癌 群 的 
李 代 数 也 光一 % 稚 的 ， 所 以 (tp) 就 成 为 迷 向 群 的 炉 作 村 代 数 
的 基 . 

我 们 得 到 

定理 ”在 标 形 es 之 下 , 粘 构 常 数 所 成 的 广 障 Cs= (ei5) 生成 
点 Po 的 迷 问 群 的 太 性 季 代 数 , 当 迷 向 群 和 安定 群 同 构 时 , C 就 
是 稚 性 李 代 元 的 基 . 


§ 号 :和 非 素 性 的 齐 性 空间 、 齐 性 空 闻 的 直 积 
在 一 并 性 罕 间 前 中 ,如 果 存 在 一 系 % 一 & 蕉 人 0<g<m 曲面 
Vs: 
可 ob， 四 2 ) 一 Cr (a=1, 2, sy G) ， ‘Bb:4.1) 


式 中 的 也 为 解析 丽 数 , 短 阵 (“37 ) 的 秩 数 为 6, 使 在 滞 全 的 变 


换 下 ,这 些 了 。，。 整个 地 相互 变换 , 那 末 就 称 齐 人 性 空间 形 为 非 素 
性 的 ， Vr 称 为 非 认 性 保 ， 
在 并 中 选取 华 标 ,使 玉 ,_o 的 方程 为 


wo (dml1, 2,.., @), (5.4.2) 
那 示 人群 召 的 变换 就 采取 形式 
pr Fa ， 
2 一 六 《2 ) (5.4.8) 


一 站 (7 《二 
由 此 并 可 见 济 , 相 财 室 间 中 县 形状 
dx' =0 
的 平面 ( 朗 六 ,6 的 切 平 面 ) 为 迷 向 群 的 不 变 平 面 。 再 选取 可 容 
许 标 形 族 , 食补 寻 标 形 得 谷 于 -ee 点 的 白 然 标 形 , 那 末 , 因为 
由 et 所 成 的 平面 为 迷 疝 群 的 不 变 平 面 ， 所 以 结构 常数 满足 条 性 
cj 一 0 (5-4-4) 


130 齐 性 空 独 的 一 - 般 性 后 [第 五 证 
此 外 ,人 居 据 所 说 的 条 件 , 群 的 乘法 关系 中 的 g'(w, 区 只 各 有 
关 ， 因 此 让 二 0 定义 了 如 的 子 群 ，w! 一 const 为 该 群 的 左 状 集 ， 
因而 


wt =0 (pb.4.5) 
为 完全 可 积 , 因 此 ,同时 地 还 破 注 
Cj 一 一 日 {6 ” 4 " 8) 


显然 , 方程 (6. 和 4':B) 所 决定 的 子 和 群 包 合 了 芒 旦 点 的 安定 群 . 相反 
翅 ， 姑 年 在 齐 人 性 空 半 8 中 ， 存 往 包 使 一 点 的 安定 群 下 的 
?一 9 十 亲子 群 (0a 过 0) , 那 末 必 可 选取 at, 使 =0 确定 子 
群 二 (及 其 帝 集 ) ,ww! ==0 确定 子 群 于 (及 其 弯 焦 ) .如 把 of =0 
的 彻 积分 了 习 为 2 , 那 末 人 二 co0nst 就 是 一 柔 非 素 性 上策， 总 之 ,我 
们 有 
， ”定理 1 齐 性 空间 G/ 五 为 非 素性 的 充 要 条 件 是 存在 子 群 
吾 :, 使 召 : 二 吾 ， 屎 非 素性 空间 的 迷 向 群 必 为 可 先 的 . 
草 性 室 间 车 不 是 非 素性 的 , 那 末 就 称 旋 为 素性 的 . 
依 迷 间 群 的 性 质 来 决定 齐 人 性 空间 的 性 质 是 十 分 有 音 党 的 ， 
直面 的 一 些 定 理 是 属于 这 些 方 面 的 . 
首先 注意 到 ,如 Po 点 的 迷 疝 群 有 一 不 变 平 面 吾 ，。, 那 未 就 
可 选取 可 容许 标 形 族 , 使 初始 标 形 中 sr 相 切 于 吾 -。 县 过 群 的 
变换 ， 在 每 点 都 有 一 个 平面 召 _。 源 们 由 间 量 @ 所 业 成 ,因而 
是 召 -。 所 变 素 的 , 也 是 迷 向 群 的 不 变 平 面 . 这 个 永 变 平面 实际 
上 上 是 田 污 程 
wv, de) 一 0 (B.4.7) 
代数 地 定义 出 来 的 ， 这 就 是 , 在 每 点 (wz 站 , 方程 (5.4.7) 可 以 者 


成 为 关于 dw' 的 代数 方程 ， 满 足 这 个 方程 的 gt 至 体 就 得 成 了 
如 em， 
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定理 2 如 齐 性 空间 如 / 昌 的 迷 向 群 有 站 变 汪 面 BB,_a0<a 
达 %) , 它 是 由 总 群生 所 有 的 未 变 辣 量 所 租 成 ,于 未 空间 汐 非 迪 性 
的 ,存在 着 一 柔和 五 _。 相 评 的 % 一 & 准 的 非 素 性 集 . 
【证 】 选取 初始 标 形 , 使 基 疝 量 中 的 er 都 是 处 变 癌 量 , 那 
未 胞 立 


Co = 0. (B.4.8} 
和 伍 (68:8: 站 中 ,分 7 汪 抱 , m 一 mn" 注意 到 中 .4.8) 后 就 得 出 
Co 一 一 0 p 
莱 。 
Geoelonr 一 个 


白 此 起 就 应 该 得 出 mw 一 0， 因 车 方程 中 oo =0 有 非 平 几 解 e*， 
那 末 ，? Br 也 就 是 Po 点 的 迷 向 群 的 一 个 不 变 向 量 ， 这 和 en 构 
胞 独 荆 的 不 臣 辣 量 至 体 所 有 晚 的 子 堂 间 的 基 相 池 盾 。 从 oiimw 二 0 
及 (Db.4.8) 式 ,就 可 知道 方程 
wi (x, dr} 一 0 

为 完全 可 各 的 ,积分 曲面 为 n 一 & 棒 , 且 处 处 和 万, 相 良 . 

还 成 了 并 如 下 的 

定理 3 设 室 间 人 如/ 吾 的 迷 向 群 具 有 nn 一 & 条 处 变 平 面 名,_,， 
有 六 辣 群 包含 一 个 帮 厌 

go 一 rdot (Ga 任意 常数 ) ， 

那 未 空间 为 非 吏 性 的 ; 尼 平 面 凯 吾 ，, 切 和 于-- 殴 非 素性 集 ， 

[ 诈 】 选取 初始 标 形 ,使 Gin 和 企 示 变 平 面 上 , 那 未 就 有 


of 一 0， (5.4.9) 
因为 迷 向 群 包 售 放 大 , 故 不 妨 衣 
Cr 一 全 1， (#4 和 :10) 


伍 愉 :8"7) 式 中 全 下 = 大, 一， 一 m1 入 一 就 会 得 出 
co 、 [5.4.11) 
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由 (5: 生 :9)，(B: 和 .11) 就 推出 ”一 0 为 完全 可 积 , 定 理 诈 六. 

如 果 六 性 空 辐 中 有 并 系 非 率 性 千 , 宝 们 的 炊 数 各 为 mn 一 & 和 
立春 且 葬 平面 只 有 需 向 量 相公 共 ， 那 末 称 空 阅 为 完全 非 滋 性 ， 
这 肝 , 屋 可 三 了 到 通 尝 的 坐标 系 符 , 便 群 宁 的 变换 具 形 准 


中 一 站 人 0， 一) (5 4. 12) 
大 了 所 话 明 的 苇 平 可 推出 
推论 ”其 洒 瀑 性 室 阿 Gy/ 吾 的 迷 癌 群 为 党 全 可 香 , 且 包含 有 
吉大 , 那 洒 宇 问 就 是 完全 非 漆 性 的 ， 


我 个 再 指出 一 项 和 此 有 关 的 事实 .起 乓 /Hi 和 Gs/ Hs 是 
琴 个 齐 性 空 闻 ， 作 群 伟 和 人 9; 的 直 积 *, 得 到 群 们 XxGO， 及 
理 1X Hs 为 其 子 群 , 作 齐 性 空间 信 x Ga/ x 囊 ,， 恤 们 称 它 为 
并 性 宇 闻 好 五 和 Ga/ Hs 的 直 积 ， 

这 B81] 太一 个 有 用 的 定义 : 训 Cp (cp) 为 某 一 等 和 性 李 代 数 的 
一 条 基 , 如 果 关 于 一 粗 未 知 猴 蒜 的 方程 粗 

: oil — ety=0 (B.4.18) 
只 天 非 平 凡 解 ， 那 未 这 链 性 李 代 数 ( 及 相应 的 入 人 性 赂 ) 便 称 为 不 
可 延 拓 的 7. 

我 们 尘 证 明 如 下 的 事实 : 训 一 齐 性 空间 全 /五 的 迷 向 群 为 水 
可 是 拓 的 , 那 未 迷 向 群 和 沪 定 群 必 和 同 构 .事实 圭 , 医 迷 向 群 和 雪 
定 群 个 同 构 , 央 可 选取 群 他 的 永 变 形式 ww， wm wn 使 

Du 一 二 Bye Let, 二 eh, Too!, wm] ， (5 :4.14) 
Com, (cy 为 迷 向 群 的 灼 性 代数 的 基 . 由 于 Ptaf 式 叉 的 特征 对 
艇 ( 兄 82 4 为 
? 群 三 和 es 的 站 积 且 指 元 素 (机 , 98) 的 盘 人 (E91 ga& i 且 惰 (六 #72) 
= (1 2 【于 定 这 于 社 尖 素 . 
和 全 419) 在 卫 Cartan 的 关于 无 限 吉 续 群 的 著作 中 已 多 区 地 用 汉 (网 
Uartan 媚 ， [4 ， 我 仙道 里 利用 它 来 作 党 研 完 齐 性 空间 的 -一 个 工具 、 


省 非 素 性 的 彰 性 空 阐 。 癌 性 空间 的 着 我 -188 

=O cm 一 0 (B:4:165) 
所 以 这 一 条 律 完全 可 积 , 合 其 初 积分 为 2; er+，w' 可 用 2'， wm 和 
cz 表示， 分 x 为 群 的 余下 来 的 一 些 套 数 . 在 -4:15) 中 分 
一 从 ， 我 们 得 


por 1 onto, onl elon, on, 


这 里 的 o: 和 Doi 均 丰 改变 ( 因 它 们 不 依 双 于 op ， 而 wm 由 op 
中 入 和 9 一 0 所 得 .因此 
ono!, wn wr 一 0。 
如 于 oo9 一 一 了 十 太 ww 而 代 天 ,我 们 得 
er t=0, 
Cp cp 下 一 0， 
因为 Cr 为 基 , 所 以 玲 =0， 了 于 于 迷 向 群 65, 为 不 可 延 拓 ， 所 以 
= 二 0 此 部 


et mp cp ; 
是 


因此 wr 和 zw 无 溢 , 所 习 我 们 有 Dor 可 用 of， ae 来 表示 .因此 
w=0, w=0 
决定 了 一 个 包 合 在 五 中 的 正常 子 群 。 但 这 是 不 许可 的 ,因此 类 
向 群 必 和 次 定 群 同 构 . 
不 可 延 据 的 入 性 秤 是 很 多 的 ， 例 如 使 直 交 群 就 是 不 可 下 撼 
的 .事实 二 ,我们 如 取 全 碍 交 群 的 李 代 数 的 基 为 
ci 一 时 Ga 一 人 my), {6B.:4:18) 
这 村 力 程 (0: 和 ,13) 就 成 为 
Cem i 一 Co 一 站 (关于 tm 作 和 ,但 1 和) (所 .于 . 工 7 
我 们 定义 


， 。 
ft = 一 Cem » 
Em Fehr 
6 六 4 


(Fm ) (Bb:4.18) 
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恒 {6:4:1 放 可 和 寄 成 

一 一 (关于 bm 作 和 ) ~ (BD- 生 -7) 
将 (6.4:1 昌 代 天 上 式 , 并 利用 人 起-4-18) 就 可 得 到 


二 一 0 
将 这 个 式 子 与 
H+ D0, 
二 0 
相 加 ,就 得 到 
0, 


因而 录 "4-17) 只 有 需 解 ,全 站 交 群 为 不 可 延 拓 的 .此 外 ,不 可 媳 
拓 的 妖 性 群 电 的 任何 子 群 都 是 不 可 延 拓 的 ， 因 识 04,28 二 1，…， 
Tr") 蚌 侣 的 李 代 数 的 基 ，cip,(J21 一 4,…，*1) 是 于 人 群 引 的 李 代 数 
的 基 , 如 果 Bi 可 点 延 拓 , 刚 
Ci — Ont p=1, ,1) 

有 非 平 乓 解 各 ， 职 各 一线， 了 一 0 ps 一 1 十 T ,PF) 它 就 是 
(b.4.18) 的 非 平 几 解 ， 访 与 群 避 的 不 可 是 拓 性 相 溯 盾 。 因 此， 
性 何 旋 幅 群 也 六 灼 为 不 可 媳 拓 的 ， 

附带 指出 ,一 变换 骨 的 迷 向 群 与 安定 群 同 构 时 , 迷 启 群 未 必 
为 不 可 延 拓 的。 例如 ,对 非 漠 次 的 区 性 变 搞 

itt 

的 合体 来 谣 (ta 可 取 任 意 的 非 异 阵 ) , 迷 向 群 和 安定 群 为 同 构 
的 , 写 们 种 是 完全 料 性 群 , 容易 上 验证, 完 人 烤 性 群 不 是 一 个 不 可 
延 拓 的 辫 性 和 群 . 

纤 性 群 的 不 可 咎 拓 性 对 和 齐 性 空间 和 证 一 般 的 变换 群 的 碍 究 
征 于 分 有 丛 的 .我 从 现在 引 人 这 个 概念 是 要 证 明 

定理 4 旗 齐 攻 空 间 好 7/ 玉 的 迷 向 群 为 不 可 延 拓 ， 且 满足 条 
件 : 


和 
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(i ) 迷 向 群 分 解 为 两 个 多 性 群 的 址 积 , 它 们 各 自 独 立地 作 
用 于 互补 的 子 空 间 中 ; 

(下 》 乏 向 群 无 不 变 的 非 涡 的 反 变 向 量 ; 

(iiy 迷 向 群 无 不 变 的 非 澡 的 站 变 向 量 ， 
小 未 空间 /五 分 解 为 两 个 齐 性 空间 的 直 积 . 

[证 】 疏 迷 向 群 分 解 为 在 酚 互 补 的 平面 吾 , 和 如 ，。 寺 的 入 
性 :和 群 的 丰 积 ， 选取 神 始 标 形 ， 合 er 在 EE, 十 ， 9 在 Bo 上 ,四 
迷 向 群 为 不 可 延 拓 , 故 和 安定 群 同 构 , 所 以 Cu= (oj) 就 是 迷 向 
群 的 李 代 数 的 基 , 再 考虑 到 迷 向 群 分 为 直 积 ,所 以 可 选择 w?, 使 
得 Gs 分 为 两 业 : 


ef , 0 人 心 
cv 一 了 DC 一 人 ) :要 
"(0 0) © Oey (4°19) 


(PD 二 加 十 I，…， 各 十 让; PD 一 各 十 和 十， 让) 
这 就 是 说 op 中 除了 ofy 和 地 yp 外 -一 入 为 堆 . 
人 在 (B'3: 让 中 加 p=p' ,= 1 一 ,mm 一 mn", 得 
Cis BH = 0 

由 寸 述 向 群 无 非 堆 的 不 变 向 基 ,所 以 由 这 式 子 就 得 出 

cv 一 个 (5.4.20) 
疝 理 有 

cr 一 0. (5.4.21) 
又 在 6:8:7) 中 是 Dp 一 p" ,一 ,1 一 Vm 一 p+, 我们 得 

Ot Omprr = Om Oy , 


由 此 可 攻 , 存 在 常数 克 , 使 


Op =— Wh cb; (5.4.22) 
间 理 证 有 常数 如 ,和合 
。 Cv 一 一 gp。 (5.4.23) 


再 量 
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wr 一 af 十 大 et， 0 一 O 十 相向 ， (5 .4-.24) 
仍然 把 or 和 or 记 为 9 ，op ， 那 末 Uartan-Maurer 方 称 可 
写 为 
Der = Gi [eof ， Co + explo! ， cz ] 
Do 一 也 CPs Ee”, cor”] + eto, Fa 天， 
由 于 迷 疝 群 为 不 可 延 拓 ,所 以 由 方程 


mt 一 性， a? 一心 


| ( 昌 .4.25) 


和 
or 一 0， op 一 0 

分 别 定义 了 群 全 的 两 个 正常 子 狼 G1, Gs, 在 适当 选 收 的 寡 数 和 
坐标 下 ,群生 的 方程 可 书 为 

TT 一 

一 gp 0) Bp (ud, 0 ,gr), 
由 此 可 见 量 是 和 人 Gs 的 直 积 ， 及 会 五 : 为 的 的 于 群 w 一 0， 
也 ,为 6 的 子 辞 w 一 0， 这 样 就 得 出 并 人 空间 G/ 吾 是 G/H 
和 Ga/ 豆 。 的 直 积 的 精 渝 ， 

本 昔 中 的 一 些 定理 可 以 对 更 一 般 的 变换 群 (元 限 连 奈 变换 
群 ) 有 效 。 定理 2 是 Cartan EE. 的 一 个 糙 果 的 特殊 情形 ( 妮 
Cartan 了 E. [下 ) ,又 一 般 的 对 连 种 变换 群 ,定理 8, 定理 4 分 别 风 
于 胡 和 生 [] , 谷 超 寨 [9 , [4]. 

注 1 定理 4 的 条 件 (二 ) 可 换 作 迷 向 群 无 不 变 的 非 雳 的 二 
阶 共 变 反 称 张 量 或 迷 疝 群 在 其 一 平面 ( 囊 或 如,。) 上 眠 无 不 奖 
的 非 雳 的 二 阶 共 变 反 称 张 征 也 无 不 变 的 非 堆 的 反 变 向 最 ， 事实 ， 
上 ,条 件 人 区 是 用 来 推出 (5.4.20) 式 的 ,如 果 迷 向 群 在 如 。. 上 无 
不 问 有 的 非 洁 的 反 称 共 变 线 量 , 那 末 在 (6.3.7) 中 全 p= 二 p"', 二"， 
1 一 Vm 一 m" 就 得 到 
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Oho Onnopr — Ohi Con = 
从 此 也 能 推出 (6:4.20} 式 ， 
注 2 由 全 :4 站) 推出 群 人 有 上 耳 个 正常 子 群 日 ，Ga 这 一 
可 号 是 下 面 更 一 般 的 可 项 的 推荐 : 设 ,or* 是 一 租 独 立 的 上 faf 
去 ， 碾 了 


Do'=3 的 [or or] to [ot, orl, (5.4.26) 


式 中 0x，04p 为 常数 ,DOp 一 (L010) 为 一 个 不 可 延 拓 的 粹 性 李 代 数 的 
基 , 则 了 er 可 用 好 op 表达 ， 事实 上 , 论 wr, 9? 为 一 往 
外 开 的 上 ia 上 忒 ， 其 炊 目 和 所 葵 空 间 的 自 变 量 的 数 自 一 样 ， 
起 
Dor 一 于 cho, w+ of [ot, or 

A 

+es, [Ler , er] + of, wi] (5.4.27) 
把 (6.4.236) 外 微分 一 次 ,左边 为 Dwi 一 0, 右边 利用 (6.4 中 ) 代 
人 ,老人 答 [0507] ，[ei 05， 7]， [oi ， 6097， ww 等 项 的 系数 ， 
就 得 到 


Crp Chp — Okp OF — 0, (B.4.28) 
0ip O82 =—0, (65.4.29) 
Cp OR —0, {Bb:4.30) 


利用 -4.29) 和 二 :和 4 30) 立即 推出 of 一 0 co 一 0, 这 因为 0 
为 胡 性 无 关 的 .由 于 (eg 和 为 厅 可 延 拓 检 代数 的 基 , 因此 方程 
Ci DP — OL Th = 
只 有 下 解 ,所 雪 由 (5.4.28) 扒 出 ob 一 0, 这 样 , 由 (5:4.27) 就 知 
道 ， Dw? 可 由 oo 表示 ， 
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8 号.5 在 李 代 数 中 表示 齐 性 空间 的 
相 切 空间 ， 化 狗 的 齐 性 空间 


由 于 理性 空间 是 出 秆 如 及 于 群 总 所 确定 ,所以 理性 空洞 的 
局 部 理论 的 研究 就 可 以 归 久 于 李 代 数 的 研究 .。 更 识 名 /HH 为 一 
齐 性 空间 , 如 与 二 所 对 应 的 李 代 数 分 别 为 好 与 坪 识 印 的 
其 选取 为 元 和 pp 其 中 环 。 和 二 于 末 二 可 解释 为 如 /号 在 点 
8H 的 妥 定 硅 的 徽 分 算 子 ， 我 们 理 在 要 把 相 切 空间 在 如: 中 表示 
出 来 ， 为 此， 定 多 李 人 代数 中 的 元 素 依 子 代 数 豆 的 同 余 淆 驼 ， 识 
了 EG', 了 EG', 是 YEH', 则 称 苞 与 羡 关 于 五 ! 属于 同 
一 隔 菜 类 。 而 余 类 的 集合 构成 一 个 关 灯 的 攀 性 空间 ， 计 作 8， 

如 前 所 述 , 对 Gr' 可 作 它 的 内 微分 代数 , 特别 取 五 EH' 时 ， 
奖 性 变换 4z 至 体 构成 内 微分 代数 的 子 代数 ,相应 地 产 竺 一 六 
性 群 ,为 各 性 伴随 群 的 子 群 , 记 作 吾 ， 于 人群 吾 可 安 为 作用 于 同 
余 类 空间 驴 中 的 黎 性 群 ， 事实 上 , 识 

有 = 十 er 到 ,， 
则 . z 
[Xa, RI ~ [Xs, Plorf Fo, Fsl=[F, YI (mod EY, 
所 下 总 中 元 素 骸 对 应 于 2 中 元 素 间 的 区 姓 变换 ， 互 可 看 成 作 
用 在 这 中 的 区 性 变换 群 ,着 且 由 于 
[Xo, 太一 G1 革 ; 十 3p 芝 二 6d 全 (Imod HY, 

上 所 对 应 的 李 代 数 的 基 就 是 8 瑟 点 迷 向 群 所 对 应 的 粹 性 李 人 代数 
的 基 , 因 此 ,如 螺 把 立 看 腊 齐 人 性 空间 GG/ 吾 在 eH 点 的 相 切 空间 ， 
那 采 豆 就 对 应 于 迷 向 群 . 这 训 明 了 济 性 空间 刀 / 的 迷 向 群 与 
” 区 人 性 伞 湖 号 有 和 疹 害 切 的 联系 . 总之, 我们 可 以 把 萎 性 件 稍 群 
的 子 群 互 看 作 迷 向 奉 , 间 余 类 空间 呈 泪 成 相 切 空 癌 . 
相 切 空间 一 般 丰 能 用 李 代 数 中 的 一 个 平面 来 表示 ， 但 是 一 
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个 疗 性 空间 人 F/ 玉 ,如 果 全 中 存在 召 ' 的 一 个 互补 平面 下 "使 得 
天" 在 子 群 百 下 不 变 ， 邹 [27', TCEKE', 那 未 下 ' 中 元 素 可 用 
来 礁 示 棚 切 空间 的 向 量 . 有 这 种 转 构 的 池 人 性 空间 有 音 多 特别 重 
要 的 性 质 ， 称 为 比 鹊 的 齐 竹 空间 。 这 一 类 齐 件 空 间 最 早 是 II. 
LPameBeBRn 首 所 秆 完 的 ， 我 本 在 这 里 叙述 他 的 一 部 分 壬 果 ( 见 
PamencEnat I. &.F2], Nomiza KEK. [1y), 

定理 1 :化 煌 的 齐 性 空间 的 安定 群 与 迷 向 群 同 宰 . 

在 日 中 选 燕 于 :, 和 9， 使 下 :下 下 ps 拒 五 ')， 旭 由 所 尽 的 
条 件 ， 
[及 ,TY 一 0X. 
寻 安 定 群 与 迷 向 群 不 同 构 ， 设 迷 向 群 的 李 代 数 的 独立 基 为 of 
(Pi=% 十 了 ，…， 8) 而 0fo, 一 A (ja 一 $ 十 1 -…, 7)， 则 可 另 取 
基 为 .X, 一 于，， 全 5 一 太一 本 各 全 p， 村 把 这 租 基 仍 训 诲 全,， 7X 
时 成 立 

上 了 ;| 一 p44 全}， 
[4 nm， 至 让 一 0. 

最 后 一 式 表示 字 m 是 安定 群 到 迷 向 因 对 应 的 同 态 核 ， 并 上 且 于。 
是 9' 的 理想 子 代数 ,根据 假定 , 吾 未 含 邓 的 正常 子 群 , 因而 安 
定 禅 与 迷 向 群 必 同 构 . 

我 们 再 来 证 明 

定理 2 如 Uartan 数量 积 在 五 ' 中 不 退化 ， 则 齐 性 空间 必 
为 化 蒋 的 ， 

村 钴 上 ,选取 李 代 数 的 基 , 伍 互 * 为 吾 ' 的 基 . 种 Cartan 数量 
积 由 线 其 gw 案 表 示 , 在 并 中 的 世 导 张 最 成立 det| gpa | #0. 
如 在 全 中 的 正 变 补 为 下 ', ' 它 与 五 ' 不 会 有 公共 非 需 向 量 , 否 
则 与 | gr | 关 0 泽 盾 . 由 于 吾 使 豆 ' 不 变 且 六 性 件 随 群 下 Oartan 
氏 量 积 个 变 ， 因 而 KK' 在 刁 下 起 不 变 ，G/HH 为 化 斩 的 齐 往 空 


140 齐 性 空间 的 一 般 性 质 [第 奎 章 


问 ， 
特别 当 李 代数 的 Uartan 烙 景 积 为 正定 了 时，G/ 并 是 化 

类 人 地 可 诈 明 

定理 3 蔽 天 对 的 李 代 数 为 紧 致 的 , 则 齐 性 空间 人 /五 为 化 
蒋 的 ， 

化 蒋 的 齐 人 性 空间 GY/ 吾 可 引进 仿 射 联 烙 (有 撞 率 ) 思 ,使 得 这 
个 仿 己 联 烙 在 变换 群 8 下 未 恋 , 并 且 这 个 仿 身 联络 的 搁 素 张 量 
-村 曲率 张 量 的 医 变 微分 为 雳 ， 测 地 和 线 是 单 参 数 变 换 吁 的 道路 . 
这 些 事 实 , 可 昆 前 面 已 经 指出 的 有 关 献 . 

最 后 我 们 指出 ， 当 章 性 安阳 人 FH/ 吾 的 迷 向 群 与 才 定 群 同 构 
时 , 才 不 能 推出 它 蚌 化 蒋 的 ,从 下 这 例子 中 就 可 站 到 这 一 点 ， 

例 二 和 宏 间 完全 烤 性 群 的 李 代数 G: 的 基 可 取 为 


Tut( ")， Xs (o ) 


0 0 0 0 
Ra 0) (1). 


计算 后 得 
[入 s， 反 让 一 一 入 9， 
LA1， 皇 3] 一下， 
LX， 二 3] 一 一 在 g， 
La， 所 4] 一 入 3， 
[全 1， =0， 
Eo， 有 天 相 一 下 1 一 下 4， 
辆 而 可 昆 入 9, 到 4 作成 于 代数 ,本 为 吾 , 作 齐 性 空间 B/ 吾 则 可 
知 后 不 是 化 葛 的 ,但 它 的 这 向 拜 与 才 定 群 司 构 . 
” 居 射 联 糙 的 瘟 允 上 见 85:6 械 和 6.1. 


四 
一 
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SSG 高 阶 的 术 向 群 . 微分 几何 对 勿 


在 许 往 空间 三/ 二 中 ， 我 们 已 到 好 一 点 人 Po: ™ 0, -*, 0), 
受训 友 二 0 ,好 


= Pp (0, ur; v1) = UP; wt) (6.6.1) 
为 这 点 的 实 定 是 . 现在 我 们 中 大 训导 
2) ， oY CW), 
Op 
EP ), 一 ?Sa ， (6.6.23 


[ 半 和 


(sr gr) ,0 YI ， 
# 为 任何 整数 。 在 人 这样 的 记号 下 , 迷 向 群 的 方程 流 
dri yy (Wr) ， 
这 里 的 dw 是 指 相 钱 空间 的 问 量 而 并， 
在 微分 儿 何 的 研究 中 ， 有 时 六 质 引 天 高 阶 的 相 切 空间 ， 例 
如 , 忆 (aw'， Cw ) 为 坐标 的 元 素 人 至 体 构 成 二 汾 的 衫 切 空 间 . 在 齐 
性 空 古 中 ,安定 群 在 二 阶 的 横 切 空间 中 诱导 出 一 个 奕 挽 群 
drt 一 yy CP at, . 
di yy ) A 4 yt Co dt dads | 
避 并 非 一 个 灶 性 变 挽 群 ,但 由 于 微分 的 变换 规则 ,容易 知道 它 也 
构成 一 辞 , 称 为 二 阶 的 迷 向 群 。 也 可 推 知 , 安 定 群 到 二 阶 迷 向 群 
的 对 应 是 辣 配 ， 一 般 来 说 , (dsw', 有 全 的 的 至 体 构 成 3 汾 


相 央 空间 , 变 撞 
dx! = yy (uw) dat, 
Or yn) A yy CP) dvi ds, 


(5.6.8) 


rig SY Yi ) da de 
4 


《xz 十 … 十 下 大 一目 | CE 
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的 全 体 为 3 院 的 迷 向 群 ， 宅 们 三 群 的 性 质 世 是 由 高 陀 徽 分 本 自 
在 恋 狂 下 碟 群 的 性 质 儿 出 的 .及 颖 定 群 和 高 办 迷 癌 群 也 是 同 态 
的 ， 这些 开 实 的 诊 普 在 思想 上 是 稍 间 的， 和 5: 的 讨论 十 分 类 
世 !, 但 在 具体 写 址 上 却 每 复 得 索 , 我 全 不 在 这 里 群 稍 写 出 了 ( 昆 
RBarnep B. B.[1]), 
s 阶 迷 向 群 是 s 阶 全 微分 群 的 子 群 。 所 谓 ， 有 阶 验 微分 群 便 

是 由 家 述 式 

可 一 人 1 ， 

dr aid to dor da, 

ee . (5B.6.5) 


一 此 划 妇 人 Re 
rt — 办 | 2) th wh | 本 t a + 
i Eas) 人 | cy 


所 表 出 的 群 , 式 中 的 中，e5a …， 大 .是 尾 意 的 常数 ,关于 下 标 
对 称 , 且 det| 好 | 关 0， 

对 迷 向 群 2 和 小 定 群 同 构 的 齐 性 室 间 ， 当 然 也 可 以 制作 地 
的 高 阶 迷 向 群 ， 但 我 们 更 感 兴趣 的 是 对 迷 向 群 和 次 定 群 不 同 构 
的 情形 来 考察 高 阶 迷 向 群 .例如 ,对 射影 变换 车 代 -2-19) ,我 们 
已 作出 汤 的 一 附 迷 向 群 (5.2.21) 

dr = dp 
把 (5"2.20) 微 分 两 次 (diw' 不 应 置 为 四 ,再 合 必 一 0, 我 们 得 
Oa! ot da gt — 20 Grd de 
把 上 面 两 类 式 于 合 间 在 一 起 ,就 得 到 二 阶 迷 向 群 . 

s 阶 迷 向 群 作为 变换 群 来 说 ， 包 含 了 s 一 1 阶 迷 向 群 的 方 竺 
为 其 一 都 分 , 由 此 可 下 然 地 定义 出 一 个 8 阶 迷 向 群 到 sg 1 阶 水 
向 群 的 同 檀 对 应 。 对 射影 变换 群 而 首 , 二 阶 迷 向 群 到 一 阶 迷 向 
群 的 同 态 对 应 的 核 为 

2 灶 向 群 一 市 常 指 一 院 的 迁 向 群 ， 
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Bi 一 dvi'=dw — 0rdwt det 

斌 是 点 bel 群 的 一 个 表示 .二 阶 迷 局 群 的 参数 为 空 十 和 个 ,因此 
对 射影 变换 样 来 表 , 安 定 纤 和 二 阶 述 向 和 群 同 构 . 

此 外 ,我 伯 注 意 到 司 :6 吕 是 在 5 阶 相 骨 鹤 间 中 的 一 个 变换 
群 ， 宅 可 以 作为 一 个 抽 人 集群 的 表示 ， 这 个 群 本 身 可 以 喇 ， 人 4 
为 套数 表示 为 一 个 李 群 ,也 称 为 全 微分 群 , 宅 的 绞 潜 闫 
了 季 实 际 上 豆 是 复合 范 数 的 缴 商 的 公式 (我 们 在 这 里 也 了 予 具 杯 瑟 
出 了 , 昂 BarHep B. B. [1 ， 帮 于 一 个 变 摘 群 来 贰 , 它 所 对 应 
的 各 阶 迷 向 群 相应 地 为 各 阶 全 徽 分群 的 子 群 ， 其 定义 方程 也 可 
与 右 


YI) > Yh = (6:6.0) 


全 微分 群 的 表示 在 微分 几何 学 于 有 很 大 的 作用 、 现 融 = 阶 
全 微分 群 在 划一 六 条 空间 中 有 一 表 基 ,以 看， 本 所 对 应 
的 变 的 具 方 程 
84 一 六 {dy, i i) (5.6.7) 
这 究 间 的 每 一 元 兹 就 称 为 一 个 微分 几何 对 象 ， 只 4 称 为 宣 的 支 
量 ， 在 ? 蕉 容 间 型 :(o1， …， zr) 中 ， 加 每 点 均 带 有 一 个 几何 对 
象 ， 祖 应 于 这 坐标 柔 艇 ， 每 点 有 支 量 介 +(w)。， 双规 定 ， 在 坐标 
变换 


得 一 Film!) (Bb.6.8) 
之 下 ,这 一 微分 用 何 对 象 的 支 量 受 到 变换 
i 加 pe 站 91 
下 (可 =P(a 了 (6.9) 


那 未 就 称 用 带 有 一 个 3 阶 的 微分 几何 对 象 场 ， 张 量 就 是 一 阶 
微分 几何 对 象 的 例子 ,例如 ,对 二 阶 反 变 张 量 (5.5.7) 就 取 形 状 


To TH gt (6B-6:10;) 


空 蔽 注意 的 是 微分 几何 对 象 的 变换 规则 (565.5.7) 是 8 阶 双 微分 


1 
了 
a 
= 
I 一 


上 


0 
- 有 
[| 
- 
| 
吧 
me 
L 四 
上 


3 
+ 
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群 的 一 个 表示 ， 所 以 徽 分 几何 对 象 妃 实 质 上 上 是 和 坐标 系统 选取 
无 美 揭 一 个 研究 对 象 . 一 个 “几何 空间 ?往往 要 以 宕 记 带 有 的 基 
本 微分 几何 对 人 象 更 为 它 的 特征 ， 例 如 ，Riemann 空间 就 是 带 有 
一 个 正定 的 二 阶 对 称 共 变 张 基 声 为 其 特征 ， 

可 点 举 出 很 多 徽 分 几何 对 象 的 例子 来 ， 我 们 还 要 特别 均一 
下 “ 仿 射 联络 ”, 这 十 一 个 二 阶 的 微分 几何 对 象 , 它 有 治 个 支 量 ， 
它 的 变换 规则 由 

Ti IT, a a tn Gs Gy (5.6.11) 

所 确定 (名) 和 (Qj) 为 互 道 的 阵 ) ， 如 所 知 , 在 Riemann 空间 中 ， 
依 Uhristoffal 记 导 可 以 导出 一 个 仿 射 联络 场 ， 另 外 ,也 可 以 把 
优 射 联 箱 妃 作为 一 个 基本 微分 几何 对 象 如 来 定义 一 类 :全 射 联 
略 容 问 ” 

更 裔 用 中 有 一 可 证 变换 群 的 方程 为 


Wi pt ur; af ， (5.6:12) 
及 Aw) 为 耻 上 的 一 个 微分 几何 对 象 场 ， 如 果 在 (5.6.12) 之 
下 常 成 立 
OQ (本 — FOF (8), ph, ph oe, hs), (66:19) 
式 中 


tn Bar 

那 示 就 称 微分 几何 对 象 妃 在 这 变换 群 下 为 不 变 的 . 这 一 定义 是 

张 量 在 群 下 的 不 变性 的 推广 ,在 下 面 一 章 时 险 Riemann 空间 运 
动 时 ,我 们 就 能 进一步 看 潭 宅 的 意义 . 

现 捐 出 在 一 齐 性 空间 中 制作 不 变 的 微分 几何 对 象 场 的 -个 

方法 (Barsep B. B. [1]) , 我 们 先 取 好 一 点 Po E MM, 再 考察 方程 

FS YH), eo, yh (Wn)), (5616) 

如 果 Q* 是 这 方程 的 一 租 解 , 合 它 为 在 Po 点 的 一 个 微分 儿 何 对 


(5.6.14) 
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象 、 不 妨 识 Po 的 坐标 为 0, 0, …, 中， 到 


QA4 0) = .04, (5.6-16) 
太 设 了 [wi) 为 尾 秋 时 外 一 点 ,XY1 一 gi(2) 为 群 中 把 Po 变 到 六 的 


ff 一 变换 , 那 未 我 们 蕾 

A) = TO), Bry hi) (Bb:6.17) 
式 中 的 

ph (Ba) 
首先 需要 明确 , 24 (w) 是 唯一 确定 的 , 这 就 是 , 它 不 因 使 Po 变 
为 三 的 不 同 的 变换 的 取 法 而 有 所 不 同 . 现 十 gi(w) 和 业 (w) 是 
只 有 这 样 性 质 的 订 个 变换 ,要 旗 明 
FA CO), PFs 0 
{B.:6.:18) 

现 识 R==y'(@) 为 =g'(w) 的 道 变换 , 如 一 入 (2) 为 下 一 yxi(w) 和 
zi 一 (vw) 的 乘积 ,两 此 变换 人 #= 和 A'(w) 属于 安定 群 。 衣 


tr (a 


Ne (Bi se 
(6.6.18) 臣 就 等 价 于 
Fr (10271{0), 4 Pf) 3 3 和 
一 站 


(5.6.19) 


这 就 是 
{3° 0) 一 六 《2 AD) Ai 
但 四 于 一 和 (8) 属于 安定 群 , 所 中 生 ，……， 寻 .为 8 阶 迷 向 群 
的 变换 系数 ,因而 依 "(0) 的 定义 而 得 知 所 要 证 的 事实 ， 
为 证 0 oo) 在 群 下 不 变 ,， 设 p(w)，p(2) 为 尾 何 丁点 ， 
8! 的 意义 照旧 ，# 一 (w) 计 群 中 将 wb 变 为 5 的 性 一 变换 ， 而 
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i 一 iw) 为 变换 全 一 六 (2 和 2 一 gr'(%w) 的 乘积 ,此 外 竺 衣 


A (Be nh (i FF ) " 


球 末 
六 有， 
= FO O0), gy ph) 
=f4(025(00), 和 = (7). 
因此 Q4(w) 的 确 为 群 下 不 变 的 微分 几何 对 象 场 . 
所 羽 已 答 一 齐 性 空间 ， 它 是 否 穴 有 一 个 s 阶 的 某 种 类 型 的 
不 变 的 微分 几何 对 象 旭 是 要 看 是 否 有 这 类 的 微分 几何 对 象 能 在 
8 阶 的 迷 向 群 下 为 林 恋 . 
特别 , 对 于 群 空间 本 身 , 各 阶 迷 向 群 都 只 有 恒 等 变 换 , 这 时 
在 任何 一 点 粮 定 一 任何 微分 几何 对 象 ， 都 能 作出 一 个 微分 几何 
对 象 声 使 在 群 的 左 推移 (或 右 推移 ) 下 为 不 变 ， 而 在 鞍点 的 云 量 
就 取 已 烙 的 什 . 
研 究 微 分 几何 对 象 场 的 不 变性 的 另 一 工具 是 本 导数 .但 本 
书 中 拼 不 应 用 这 一 工具 , 克 从 团 , 对 粮 性 的 几何 对 象 的 李 导 数理 
论 及 其 应 内 可 和 参看 专著 (Yano K. [11), 在 浴 超 豪 的 论 交 [ 针 中 
社 充 了 对 非 娘 性 的 博 形 的 一 般 理 论 . 
注 我们 可 以 把 群 8 的 算 子 ot, mr 选择 得 恪 当 ,使 得 群 的 
Uartan-Mauréer 方程 具 形 状 ， 


1 
Do = 可 sx [cf 0"] + Cm Lt, wm], 


(5.8.20) 


人 


5:6] 高 防 的 迷 疝 群 ， 微 从 几何 对 旬 1 和 4 
式 中 4 2 表示 指标 到 和 2- 一 于 一双 
oi.P 一 0 能 推出 如 一 0, op 一 0 能 推出 1 一 0《(4 一 2,…, 8)， 
还 可 以 利用 0p 98,，…， 0986! 等 来 作出 < 阶 的 微分 群 的 无 穷 小 
算 子 . 但 因为 式 子 比较 复杂 ,这 只 也 就 不 介 稿 了 ( 兄 从 起 察 [4D. 
利用 外 微分 形式 法 来 研究 几何 对 象 场 的 工作 可 齿 1. 于 . 


.LarTeBil TI 


第 关 章 ” 齐 性 Riemann 所 间 


EL Riemann 守则 的 活动 标 形 法 


在 本 章 中 我 们 要 赤 档 致 地 乔 论 各 种 齐 性 Riemann 窗 阅 的 
构造 ,主要 采取 了 由 北向 群 来 寻 论 空间 的 途径 ， 为 此 ,首先 要 对 
Riemann 党 闸 的 一 些 基 本 事项 作出 发明 ,我 俩 把 这 些 萄 明 蔷 玉 
活动 标 形 族 的 基础 之 上 ， 

竺 介 帮 仿 射 联络 的 概念 ， 在 廊 稚 的 空间 中 ,在 每 点 2 (2 1) 的 
稻 切 空间 中 已 粮 了 一 个 标 形 ,其 基 向 量 沟 6%=] 2,…*, RR) ,证 
们 是 充分 光 请 {或 解析 地 分 布 ) 的 ,成 下 

dnD=0 (sw, tr}, (GB:141.1) 
witw， dz) 是 郧 个 省 立 的 Pfa 人 ff 式 ， 其 系数 为 充分 光 请 (或 解析 
的 ) .如 果 在 这 个 空间 由， 参考 于 这 一 标 形 还 答 出 一 租 Pfaff 式 
df (zw dw) ， 并 肝 予 它 以 下 还 的 几何 意义: 座 w(5) 为 空间 任 一 
点 ,Pp 十 9p 为 Pp 的 一 个 无 限 分 近 点 , 坐标 为 2! 寺 dw', 依据 of (zx， 
dd) 定 祭 DD 十 品 点 的 切 空 间 和 点 BD 的 急 空 间 的 一 个 妨 性 对 应 ,使 
得 2 十 嘟 版 的 全 (人 二 00) 对 庶 于 了 后 的 癌 量 
oD 十 ci ts, dz)et p). ‘6'1.2) 
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这 时 ,我 森 称 wt {x dw) 葵 出 窑 间 的 一 个 仿 射 联络 。 具 仿 射 联 稿 
的 室 间 称 为 优 躺 联 烙 空 闻 ， 刚 地 所 引 久 的 对 应 称 为 无 沱 小 平行 
移动 ， 依 此 意义 ,和 在 点 8 十 吕 的 向 拓 ws; (Pp 十 dP) 无 徐小平 行 移 
夷 至 D 点 后 束 得 到 癌 基 " ， 

We PD) 二 wd (w, dr) 6; (DP). (6-1.8) 
在 点 了 的 癌 基 加 s; 和 入 点 P+qp 的 向 量 Arei 的 经 对 蛮 莽 是 指 把 
wa 得 行 泡 和 穷 小 平行 移动 至 名 虚 ,然后 和 We 相 减 所 得 的 向 量 . 
所 有 的 运算 都 在 一 阶 无 和 旁 小 的 范围 内 进行 ， 因 此 ， 如 合 = 二 六 
十 di ， 暑 有 末 这 上 疯 个 向 量 的 和 对 变 差 为 


(GMA jieoiye (6.1.4) 
畦 别 , a2 十 dp) 和 a:(2) 的 息 对 变 差 记 为 
te; 一 wt (w, dr e;, (6.1.5) 
式 子 的 左边 是 知 对 灾 着 的 记 导 .方程 (6:1 二 .1) 和 (6:1:5) 联 合 在 
一 起 , 世 称 沟 无 次 小 变 位 方程 ， 


上 先 考 察 对 标 形 蜗 进 行 变换 后 ， 仿 射 联 烙 的 分析 表 帮 要 进行 
怎样 的 改变 自然 , 这 种 改变 应 该 保证 它 所 确定 的 斑 行 移动 和 


饶 对 变 差 不 受 影响 ,为 此 , 合 

@— dir)e; (det| A{i¥0). (6:.1:6) 
由 于 

dp—o:(y, dr)e— ww, dx) Afe,, 
所 以 为 了 保持 
一 aer (6:1.7) 

起 屁 ,我 们 有 

vw, FE) 一 A wi rt, dA) ， (6-.1.8) 


其 次 ,我 们 要 计算 otw-Fdw) 和 em) 的 息 对 变 盖 , 为 中 ,我 
全 有 
et+dn) =A!{et dere tr +dr). 


1 0 的 Tn ee = 1 , -~ 
到 


1 5 齐 性 Hisrmmann 恋 半 [ 弟 丰 棕 


把 它 平行 移动 到 点 2(w) ,得 到 向 量 
A{ (w+ dw) ep) + Al (ew) oF (w, dw) er Cp), 


因此 
,4 det= {dA + A (mw) owt {ym, Am) }es. 
所 以 , 汶 了 忠 立 
der— od (w%, dr)e, 6:1:9) 
起 见 , 必 须 成 立 


本 (et = (GA A (0) wh (2, dm)) AF (wy), (6-1.10) 
这 便 是 当 标 形 改变 时 仿 射 联 烙 的 变换 规律 . 
特别 , 如 sr) 为 参考 于 坐标 柔 航 (2) 的 自然 标 形 ， 纪 {2Z) 为 
参考 于 坐标 条 箔 Tt) 的 9 然 标 开 于 Qi 一 dvi, 可 此 外， 


机 (二 )， 


Br (2) 一 


Bm 


zy 
A Oh dw) ) dr! 


of {TF, a) 


如 果 读 
of (w, dz) = Th (wv) dr, A (2, dz) — Th (FE) dg*, (6.1.11) 


si 


Fa DY = di eR Co 1 .ja 
i me 枉 哩 


这 实际 上 加 符合 于 § 6.6 对 仿 射 联络 的 定义 ， 
现在 仍 回 到 一 般 的 标 形 求 竺 寅 。 由 6:1:8) 和 (6.1.10) 通 
过 直 搂 职 算 可 知 , 当 标 形 针 过 变换 {6.1. 全 有 时, 还 成 立 下 壕 琴 个 
闫 深 : 
一 [es G 站 一 三 (Daof 一 [or wi{l) ， 
Do; — Le, of = MASC Do — Lol, oF]). 
因此 ,如 计 


(6.1.18) 
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Doi— [at wt] 一 误 Ti [ot, om 要 ， 
1 (6.1.14) 
Ds 一 [evs, cof ] -5 Py [ew', Cui | » 
那 未 由 全 5 都 分 别 是 一 个 强 量 的 支 量 ,这 就 是 ,在 标 形 的 变换 
下 ,应 成 立 
Au _ (6.1, 15) 
' Ri = Roa A AY AS A 
相应 的 张 量 称 为 撞 率 绑 熏 和 曲率 线 量 。 柳 府 张 量 等 于 0 的 仿 射 
联络 称 为 无 楼 府 的 、 在 自然 标 形 下 ， ow 一 dzw', 如 里 w= 二 Tdn*， 


(三 称 为 仿 射 联 烙 系数 ) ， 
Th = Thy — Ty, (6.1.18) 
其 此 也 可 岂 到 ， 在 自然 标 形 下 的 无 匀 座 的 仿 射 联 烙 系数 关于 下 
标 为 对 称 的 


现 转 人 时 论 Riemann 空间、 所定 Riemann 空间 恒 是 在 每 
避 的 研 罕 问 中粮 李 一 个 正定 的 二 次 形 式 的 空间 .更 具 体 地 订 , 裔 
(的 为 空间 的 一 个 坐标 际 和 菜 ,在 这 上 坐标 条 芍 下 , 已 糖 有 二 次 微分 
形式 

和 ds? — gi (we) dw di, (6.1.417) . 
人 是 正定 的 ,并 假 识 0 基于 (人 有 一 定 的 入 请 性 ;这 时 二 砍 
形式 (6:1:17) 称 为 空间 的 亏 素 、 利 用 粹 案 , 我 们 可 定 必 无 窗 小 
上 时 和 基 是 长 的 给 分 为 


一 Awy ts (ew) EC ， (6 1 . 18) 
而 人 性 一 早 粹 wi=wi(，& 志 i 所 5 的 弧 长 为 积分 。，: 
:一 | gu (ols) Ee al 2 od . “ {6:1:19) 


和 在 每 一 点 的 相 翻 空间 中 ， 忠 于 吾 构 有 了 一个 正定 的 二 深 形 
式 , 所 应 就 或 为 实 的 欧 氏 安 则 。 相 切 空间 在 坐标 (w3) 的 自然 标 


用 
潭 
ri 二 上 一 " 
I = 
1 


153 和 并 性 Eisemann 洗 间 [ 畜 关 次 


形 下 的 世 识 为， 那 林 成立 关 系 


(Ts, A — gus), (G6.1 .20) 
这 里 了 的 图 括 强 是 数 其 积 的 记 屿 .此 外, 还 成 辽 
ds 一 (dp, dp). (6"1-.21) 


9u(%) 岂 称 为 空间 的 自 本 张 朋 .如 在 撑 点 选 好 另 一 粗 标 形 ( 和 些 
标 了 夭 桩 无 关 ) , 花 为 61, 及 


(er， 68;) — ij, dP = 0 (%, dm) * (8-1.22) 


ds = (dp, Ap) =a 8) wi (6: 1 .23) 
特别 , 当 ea 为 相互 直 变 的 童 们 向量 时 ， 
(Bs Bij —By, ds = 3 {0 (6.1.24) 


在 Riemann 空 浊 中常 依 下 述 下 个 要 求 引 进 仿 射 联 烙 : 
(i) 和 仿 射 联 焙 为 无 搓 球 的 ; 
(i) 仿 射 联 烙 所 产生 的 无 海 小 平行 移动 能 保持 向 量 的 长 
座 . 
”更 在 证 明 , 的 多 可 以 依照 这 两 个 要 求 , 唯 一 地 决定 出 仿 射 联 
税 来 ,, 为 此 ,不 妨 民 wa) 为 规范 让 记 标 形 的 基 ， 再 于 评 fz 十 ( 陀 ) 


” 轴 应 于 eaTGe, 旋 必 须 为 单位 向 量 ， 且 机 两 直 变 (在 一 阶 无 淄 小 


范 园 内)， 
(G+ es, G4 dep) = (@1, ex) + (6;, ep) + (ep, der) ~ dg. 
由 此 可 网 
(0, dear) + (er, der) 一 0, 


这 就 是 < 
of Ct, Ox) 二 oo) 一 个 (6.… 工 .25) 
因此 , 嫩 僻 
= Em, (6-11.20 
夫 示 条 性 (ii) 戌 等 价 于 
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人 (6.1.27Y 
再 洪 儿 条 什 (i),， 由 于 wis dz) 为 已 知 的 ,所 以 可 记 
Dot—5 yi Los, coor] ， 


式 中 ?zz 为 已 知 的 藩 数 ， 关 于 下 标 皮 称 。， 再 参照 (6.:1.27) 和 
(6.1.16), 就 得 到 了 所 满足 的 第 一 套 式 子 


fm d= Yh, (6:1:28) 
尼 和 条 件 (DD 是 等 份 的 ， 窑 易 昂 到 ,如 会 
7 和 一 末 (io 一 ?各 一 3 名 (6.1.29) 


姑 可 见于 兴 满 足 这 两 套 方程 . 这 两 套 广 程 实际 的 方程 个 数 为 同 
个 :未知数 To 的 个 数 也 为 喇 个 ,相应 的 齐 欢 三 程 者 为 
了 Rn 十 了 一 人 站， 
从 这 章 欢 五 程 粗 可 昆 
一 
同 此 ,这 个 刘欢 方程 租 只 有 等 解 , 所 以 06.1.29) 式 便 答 出 了 唯 --. 
的 优 射 联 禾 系数， 对 于 Riemann 空间 而 证 ;我 们 全 后 只 用 到 这 
桩 的 仿 射 联络 . 
竺 别 , 在 自然 标 形 工 下 ,利用 (了, 了) 一 gy{w), 我 个 得 
gdp) = Tit oar, ;+af;) 一 人 十 人 十 (全 了 
一 9 + gets + reyes, 
因此 和 :1.25) 化 为 


已 by 
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而 C628) 化 为 Tw 一 了 hw 一 0， 可 记得 出 hi 的 表达 式 为 


4 Ht OF jm Og Oyw 
下 (让 和 3 ”0) 
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式 中 的 9g" 为 《9 二 的 省 联 的 元 崇 . 这 样 的 Tyx 称 为 第 二 类 
Qhristoffel 记号 ,而 开导 


- 1 Ojo Ok Bg .| 
[98, mm] 5( Ber Dp 3) (6.1-831) 


称 为 第 一 类 Qhristoffel 记号 . 
自身 量 的 焰 对 变 差 还 可 引出 张 量 的 检 对 变 差 . 在 尾 交 的 标 
形 { 下 ,在 少 点 有 张 量 , 其 支 量 是 了 # 坟 ,在 2 十 嘿 有 张 量 ,其 
支 量 为 宛 拓 入 十 62 有 于 末 这 两 个 张 量 的 契 对 变 差 就 是 
了 


— od te (86:1:82) 
这 一 六 夺 式 称 为 绥 对 微分 ,如 训 

了 (6-1.33) 
那 末 ,了 8 了。 也是 一 个 张 量 的 支 是 ， 称 为 张 量 Tj 的 共 变 陵 


数 ， 
在 许多 情况 下 ,我 们 还 要 用 到 更 一 般 的 标 形 族 , 这 就 是 , 栽 
们 所 用 的 标 形 族 除 依 于 于 点 (w') 外 ,还 依 于 于 另外 的 一 些 贿 数 
wt " Ue 这 上 时 
dD— {we, Y, dp) a, (6-.1:84) 
同时 , 作 &(w 十 dzw, % 十 dw) 和 elw, 的 想 对 变 着 ,我 们 也 得 到 洗 
达 式 


Qe = cof (®, Ur, dw ) es, (6.1.35) 
这 里 的 Pfa 任 式 wt 依 捕 于 ww dz dv, 入 
Wy (TE, YE) = (6, ei) (6-.1.86) 


也 为 4 凶 的 藩 数 、 从 一 已 知 标 形 族 (例如 自然 标 形 恋 代 }) 出 
发 ,利用 (6.1. 人 式 以 后 的 一 些 计 算 可 以 得 出 ow'(s, ww dew) 和 
wi (s, %, dm, dw) ,这 时 可 取 那 时 的 {e 为 1， 而 世上 为 现在 的 
的 ,但 性 不 仅 为 (s) 的 本 数 ,而 且 也 依 加 于 和 参数 全,… wr. 
应 芒 指 出 的 是 , 瘟 炙 计算 并 明 在 当前 的 情况 下 奶 然 有 
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Doi fo, wi] =0, 


8:1.837 
Daj [0, ol] = Rule, od, 
而 仿 射 联 略 的 条 件 G) 化 为 : 
dds — Way wi- 0. {6B .1 .38) 


Ri 和 gy 分 别 为 空间 的 曲 夷 张 量 和 基本 张 量 在 所 参考 的 标 形 
“【 侠 顿 于 参数 (zs tm)) 下 的 支 量 , 有 时 也 复 单 地 称 它 倍 为 曲 牵 张 
量 和 基本 张 量 . 
利用 基本 张 量 es; 还 可 以 从 一 个 张 量 得 出 另 一 个 张 量 ,使 其 
反 变 阶 数 减少 一 个 , 共 变 阶 数 二 加 -一 个 .例如 ,对 曲 府 张 量 , 作 


ti 一 mm Bt » 


就 得 一 四 阶 共 变 的 张 量 , 也 称 它 为 曲率 张 量 . 又 作 基 本 继 量 (&4) 


所 成 的 邀 阵 (49 ,容易 胞 证 , 宪 是 一 个 二 阶 反 全 的 线 量 、 利 用 二 
了 世 可 志 从 一 个 张 量 得 出 另外 的 号 量 , 但 这 时 共 变 阶 煞 诚 少 工 ,而 
反 变 阶 数 坪 加 1. 
吾 据 出 ,由 微分 方程 
| dr 
(|) -0 (6.1.89) 
所 定 涉 的 曲 灯 是 Riemann 空间 的 测 地 米 , 这 里 s 交 缀 长 大 兼 ， 
七 的 意 习 是 :在 任何 两 个 邻近 点 入 和 出 十 号， 切 糙 向 量 


(多 am ket 


是 三 行 的 ， 它 是 束 接 两 个 相距 不 太 远 的 点 的 曲 入 上 弧 长 最 短 的 
曲 粮 ， 

我 们 再 提出 一 项 注意 . 在 自然 标 形 下 , 一 张 量 的 支 量 之 间 
的 某 些 芋 性 关系 式 ， 是 可 以 移 用 到 一 般 标 形 中 去 ， 例 如 对 于 自 
然 标 形 , 我 个 容易 求 出 Rom 的 表达 式 ,可 以 见 到 Frm 关于 5, 


上 


- 
广 六 
ri 


i 
中 
全 
记 
二 
= 

1 

四 


16€ 并 性 情 ijemann 洗 了 并 [更 状 品 


,了 均 为 反 称 , 旦 有 
Fi 一 yn; 有 十 Here; 十 了 于 = u, 
Ri + By + Ri = 0, 
而 三 一 般 标 形 下 也 成 立 这 些 关 天 式 . 在 自然 标 形 下 , 满足 条 件 
gr 一 909x) 的 空间 称 为 常 曲 蔡 全 间 ， 屠 末 在 尾 意 乏 
形 下 ,有 笃 岂 了。 为 常山 淮 的 充 要 全 件 战 是 成 立 
有 =— go (ipt 一 npr) - (6 “上. 41) 
这 一 太 内 容 的 若 粗 角 迹 可 套 看 专著 Dartan 了 TH. [5 四]， 灵 在 
bisenhat 二 . P. 的 书 代 中 音 利 用 线 节 分 析 而 入 述 了 Riemann 
宇 间 几何 学 的 基本 事 了 (. 


(6.1.40) 


§ 人 -也 章 性 Riemann 弯 闻 . 可 窜 明 标 形 族 


齐 性 Riemann 罕 间 是 指 容许 可 迁 的 运动 群 的 Riemann 安 
用 六, 。 这 就 是 毫 , 设 在 坐标 系 靶 (x 站 下 ,了 的 笋 案 为 
ds — g(t) Avid (j=1, re), (6.2.1) 
”位 在 一 个 作用 于 这 空间 和 的 可 迁 闪 换 群 分， 
: wi fi{us, wt) (一 工作) {6.2.9) 
使 能 满足 
gutT) ar'dri = gure) dvide! (GG, j=1, ,WY (6.2.8) 
,是 齐 人 性 宏 卫 ,变换 翌 Gy 就 称 为 也, 的 运动 类， 运动 群 他 
古 一 个 李 群 9 的 表示 ,可 记 李 样 何 的 绪 潜 关系 为 
: ot fi(u", 1), 
We 一 名 (op vi, 2) 【pp 一 加 十 二 ,7). 
下 运动 之 下 , 问 量 的 长 度 , 数 量 积 不 剑 ， 妈 两 仁 近 向 量 间 的 
平行 性 也 孙 改变 ( 因 移 对 变 益 是 由 基本 张 量 所 哈 一 确定 的 }， 分 
析 的 胁 证 留 税 秆 淆 自己 来 件 . 
在 六 ,中 任 取 一 点 po 及 在 这 点 的 次 次 标 形 {ed , 烃 过 运动 群 


(G6:2. 4) 


和 9] 和 弄 性 Bisemann 举 间 . 可 罕 计 标 形 儿 1B7 
后 ,所 得 到 的 标 形 均 交 在 奖 的 , 宣 分 布 类 六 :中 每 一 以; 沽 册 得 到 
局, 的 一 个 将 交 标 形 族 ， 称 为 运动 群 Gf 的 可 容许 标 形 族 ， 这 时 
每 个 标 形 依 朝 于 套数 ;下 )， 设 妨 二 0 对 应 全 等 变 挽 , 则 
出 
FS， 和) =u (6:2.5) 
可 知 标 娟 gf 人) 的 原点 洛 碟 ， 因而 2 点 的 可 容许 标 形 
qtw', WP) 依 秀 于 参数 如 ， 训 如 为 如 出 2 的 点 的 标 形 为 
etz， 49， 在 这 个 标 形 下 有 无 守 小 变 位 方程 
dp=o (me, wr, do) am, wre), (6 -2.-8) 
der = wl (tm, we, dm, dp) er we, vr). (6.2.7) 
嗓 过 变换 加 之 后 ， wi wy dryqdt ,der—>drr ,BN 上 
合 所 指出 ， 
oR, te, AR) 一 人， (6.2.8) 


及 wilw, d2) 一 0 是 完全 可 积 的 , 井 昌 是 (0,…, 站 点 的 安定 群 所 


满足 的 微分 三 程 ,及 人 (2 8) 为 炎 性 钊 立 的 . 
三 运 动 群 下 ,两 令 泛 标 形 半 的 微小 变 位 关节 是 保持 不 变 的 ， 


群 胡 藤 求 ， 在 运动 群 下 ef 四 一 erfo Bw 十 dr)-xe(z 寺 dz) , 振 


且 记 于 邻近 向 量 的 平行 性 是 由 空间 的 纹 素 所 唯一 确定 的 ， 因 


I 贤 然 变 近 前 Bt {让 二 dw) -与 页 (中 |) 十 ze (gw) 梢 吁 行 , 那 未 蛮 撞 后 


的 向 量 at2 二 az) 与 6 十 ce(z) 也 相 平 行 ， 所 以 ， 在 运动 下 
datw)—xder{w) .及 利用 运动 下 向 丢 的 猴 性 关系 保持 不 变 这 一 性 
夺 , 束 得 到 

Ce) — ol (rs, dx) e172) — wi (wm, de)e; (Hy), 
yl 

of (Tt, Te CD dr) od (wi!, we, dt, de) (60.2.9) 
碾 立 所 以 知 道 wtw, dw) 与 wi (ww dw) 是 群 全 的 第 二 类 不 变 


Py ， 
由 中 网 ~ 国 
PE te 
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形式 1 发 民 at, wi 中 已 选 出 一 粗 常 邓 数 独立 的 Pfa 外 式 ab 
wr 一 和 十 1 … i 所?) 使 坟 也 可 以 由 它们 的 常 系 数 黎 性 秋 
全 发 出 ,此 时 必 有 71?， 为 了 证 明 这 一 点 ,考察 方程 

Deo'= Tei, wy], 


Does = [owt, ot) 十 总 Pra bot, ool, 


因而 可 见 ==0, wm 二 0 的 特征 杀 鞠 即 
vw! 一 总 ， w=0 
本 身 ， 克 车 守之? 则 二 0, wm 二 0 稻 岂 定 一 个 包 售 于 安定 群 
匡 的 9 的 正常 子 群 , 这 是 不 容许 的 , 因此 ?1 一 + 而 群 信 的 第 
二 类 不 变形 式 可 取 为 w', w*， 因而 wi 可 为 
~ Pe ， (6.2.10) 
这 里 芒 , Hs 为 常数 .。 更 在 要 进一步 染 确 定 入 与 了， 把 它们 用 
和 结 蜀 和 节 丈 表示 出 来 ， 首先 我 们 注意 到 一 点 的 迷 向 群 把 规范 直 交 
标 形 变 为 规范 直 交 标 珍 ,因此 必须 为 旋 幅 群 , 由 85.4 的 论述 就 
能 知道 ,这 时 迷 癌 群 必 和 安定 群 同 构 . 
号 出 群 的 Maurer-Qartan 上 塘 程 
Dot~— 5 co, 加] oro [et, ee, 
(G6.2.11) 


Dor = 08 Et, o 了 9 十 oo[or， 0°] 


1 出 性 TT 
十 天 60r[o 了 人 1. 


由 于 (cyp) 属 于 迷 向 群 的 半 人 代数, 而 迷 向 群 现在 是 旋 炉 群 ,并 且 我 
佣 在 直 交 标 形 下 来 考察 它 , 因 此 人 录 。 满 中 
91p 十 co 一人， (6:2.12) 


.这 一 惠 突 的 证 明 可 能 看 起 深 不 大 开 量 ， 因 为 它 用 到 运动 司 平 行 性 不 诡 。 但 
是 ; 如 不 把 后 玄 中 前 导 .310 式 中 的 洁 ， 玫 sp 事先 假定 为 常数 ， 可 以 党 全 不 改变 入 
述 而 得 则 (6.3:16) 式 ,这 也 就 办 出 所 钼 事实 的 另 一 证 明 . 
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由 gy 一 5, 我 们 从 (6.1.383) 可 推出 
wo:=0, 
下 8:2: 10) 中 的 Wh., Ho 应 厂 让 
B=0, Bt+H~=0, (6.2.13) 
另 一 方面 ,将 (6'2.11) 的 第 一 式 ' 导 
下 一 Eo, Fr yo 
一 去 (你 一 聊 ) [of co 四 十 蒜 [op 0 
相 比 较 , 可 担 出 
Gar oipy (6.2.14) 


克 一 也 (一 路 一 中 )，， (6.2.16) 


因此 就 算出 了 
1 


oj=5 cok, {02-16) 


5 
我 们 继 粹 计 给 谋 性 Risemann 空间 的 某 皮 一 般 的 性 质 . 已 
人 释 知 道 , 齐 性 Riemann 空间 的 迷 呵 群 必 为 诈 转 和 群 ,现在 证 明 其 
送 ， 部 兴 疝 群 为 旋转 群 的 齐 竹 空间 必 可 作为 齐 竹 Riemann 空 
间 ， 为 此 我 们 此 证 曲 下 面 的 3 引 娃 . 
引 理 (Oartan 卫 .) 裔 wi 一 1 2,-…, m0) 为 个 独立 Pfa 人 ff 


式 , 且 
Dat 一 二 oje[oi， oo 可 十 机 Taof wl (6.2.17) 
如 有 靖 娄 a 满足 
wvia 十 CD 一 个， (6.2.18) 
央 二 次 微分 形式 右 一 Oyw'w! 只 与 必 , dw' 有关 , 这 里 吉海 完全 可 
积 Pfa 企 故 程 租 史 二 0 的 个 独 谋 的 初 积分 ， 。 


【 挛 】 由 于 方程 w=0 为 元 全 可 积 , 且 入 为 一 租 独 立 的 初 


别 
” 下 
hi men 了 有， 站 站 


- 
全 ， 
a a 本 leh 
re =- Ar =- 
a 


工 让 站 齐 性 Riesraimn 宇 闻 [全 
积分 ,所 以 可 把 or 表示 为 

ow, We! (8:2.19) 
系数 of 还 依赖 于 田 外 的 一 些 白 变量 ， 在 自 变 其 ,这 的 富 
问 中 ,和 任 取 -一 租 微 分 6x2', Sur, 但 规定 55 一 0。 我 们 还 把 6 理解 
为 微分 算 子 


Bon 
俯 外 微分 的 定义 及 (6.2.17) 式 ,我 们 可 得 
Swi(d) 一 es ws. Oued! 


‘Bue 0 (6.2.20) 


= be, Wwr(d) or (8). (6.9.21) 
他 人 一 tap C0! , 那 未 
80 = But A (ayow' (qd) wi (dy ) 


—tudo (dea) 二 全 ET 人) 全 cf 人) 
= — bo CA) oO) wi (CG) — yw (OD) 本 oz(G)aefS) 
= — (obs oud Ot (A wt A) we (5) 一 0. (6.2.22) 
由 于 dwr 为 任意 的 ,所 太 吕 和 将 关 ， 
注 如 a 关于 下 标 为 友 称 ,全 中 为 外 形式 
=— rb!, wi 
一 人 OO) od) — od) oid)), (6.2.23) 
当 {6:3:147)，(6.2:18) 成 立时 , 昌 也 和 tw 无 美 ， 这 一 事实 的 余 
”随和 引 理 的 诈 明 相同 ， 只 是 在 计算 Bo， 而)) 时 要 利用 村 徽 
分 公式 DH 一 62( 由 yd 十 中 (ds, 十 dq, 中) (这 里 第 二 、 
三 项 前 曾 的 身 , os 也 是 当 作 微分 算 子 看 的 ) ,而 让 5wi 一 0 的 假 座 
下 ,这 式 于 化 为 DQ 一 80 (da). 我 们 在 后 交 中 要 用 到 这 一 精 
所 ， 
现在 我 们 回 汉 原来 的 问题 。 访 一 齐 性 室 间 人 互 ,其 迷 向 群 
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为 旋 炉 群 , 这 就 是 谣 , 在 逢 | 钱 襟 问 选 到 丁 适 闪 的 基 之 后 , 迷 问 群 
就 王 一 些 鼻 变 卫 所 表示 ， 因 此 我 们 可 选取 适当 的 初始 标 形 求 部 
作 可 容许 标 形 族 , 使 迷 向 群 李 代数 的 基 (07sj) 满 足 


oot oh =—0, (6-2.24) 
Eh 
Orci dcp — 人 0. 
双 因 
De = 5 0’, w]e fo, we], (8.2.25) 
利用 引 理 知 006eoi 和 慌 与 wi 一 0 的 初 积分 及 dew! 有 关 , 所 以 
des Bo) 


为 一 Riemann 长 素 , 且 因 w! 在 群 人 F 的 变换 下 不 变 , 所 以 da 在 
群 G, 的 变换 下 也 未 变 因此 我 们 就 得 到 了 

定理 齐 性 空间 G/ 二 可 作为 齐 性 Riemann 空间 的 充 要 
条 忻 十 其 迷 向 群 在 适当 基 下 构成 旋 畏 群 . 

我 们 四 进一步 决定 在 和 这样 的 齐 性 空间 GH 中 , 体 在 他 下 
不 变 的 所 有 Riemann 六 染 . 这 就 是 要 雍 常 数 ow 击 售 jowtot 
代 与 w==0 的 初 积分 人 及 dw: 有关。 由 引 理 的 证 有 明 过 程 中 知道 
十 题 可 归 竺 为 求 方 程 

not tnd — 人 0 (8:2.26) 
的 解 , 但 gyy 二 Wx， 且 二 次 形式 4 应 汶 正 定 ， 记 O06 = (01,}， 
性 二 (5) 则 赴 于 Gs 为 反 称 联 ,条 件 (6.2.28) 等 价 于 
= 
我 们 在 4:6 中 已 灶 指 出 4 的 右 定 方法， 但 这 里 续 再 添加 正定 
的 条 件 , 特 别 在 迷 向 群 为 不 可 暂时 ,对 称 陈 玫 六 为 和 BH, A 汪 0, 其 
de A TN) 
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班 在 再 证 明 
定理 2 章 性 Riemann 空间 全 /十 必 为 化 狗 的 ， 
【RE 设 他, 瑟 的 李 代 数 分 别 为 他 及 吾 '， 为 证 人 /如是 
化 煌 拘 , 只 须 证 明 他 的 Cartan 数 二 各 在 互 上 所 诱导 的 二 次 形 
式 为 非 巡 化 邹 可 ， 当 我 们 选取 可 准许 直 变 标 形 时 , 则 有 
cistolh—=0 (GB, j=1; wy PP 一 十， 《6.2.27) 
但 由 ， 
人 一 (6:2.28) 
可 见 060 为 迷 向 群 的 鱼 构 常数 ， 由 于 直 交 代数 为 紧 改 代数, 故 其 
内 微分 代数 亦 为 直 交 代数 ,所 以 可 适当 选取 李 代 数 五 '! 的 基 , 使 
ez -ee 0 (6-9.29) 
因为 
: ocr 一 【oo 人 We PR = (0f 0 -or 0s ) oP? 
= {pO— epar) ED, (6:2:80) 
而 等 届 反 当 qr 满足 
Co = 0.CP 一 个 
时 地 成 立 , 但 齐 性 Riemann 空间 的 法 定 群 与 迷 向 群 同 构 , 故 由 
名 一 钵 式 可 知 rf 一 0, 这 样 得 到 gpoarar 为 鼻 定 ， 显 然 非 温 化 , 故 
定 兰 得 诽 、 
利用 齐 性 Riemann 宏 间 为 化 狗 的 性 质 可 知 ,当选 取 李 代数 
C 的 适当 基 后 可 使 噶 =0， 这 样 我 们 就 可 篇 化 Maurer-OQartan 
方程 为 
Da 一 地 cbs Foot, eo*1 + eso Ee!, cor], 
Dor 一 二 Cox [ey ,cor 十 寺 cgr[ao， wm"]|. ‘6°2.81) 
所 of 关于 $$, 了 反 称 , ef 关于 o, 7 上 反 称 ， 
这 时 {5.3 站 式 变 为 
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Chmdh CR Oe — Ondrp = 人 0, (6G:2.32) 
这 式 子 可 解释 为 : 0 为 迷 问 群 的 不 蛮 张 重 ， 
注 1 站 前面 所 用 的 记号 下 , 齐 性 Riemann 空 闻 G/ 吾 的 群 
G 的 微分 方程 可 以 只 写作 . 
tf wre, MN) 一 cf 人 (6.2.83) 
这 因为 , 迷 向 和 群 为 旋转 群 , 下 淄 不 可 延 拓 , 所 以 本 来 还 应 恋 有 的 
江 外 一 辕 上 方程 
wr (Rl, wo, Ni, AXD) wr (mt wr, 3.34) 
为 {68.2.83) 的 外 微分 及 (6.2.38) 本 身 的 推 苔 . 
注 2 训 ( 必 (的) 构成 一 个 旋转 群 五 ， 取 变换 和 群 台 


i— 0 (Cur) s+, | ‘6.2.35) 

那 末 67/ 号 就 是 欧 开 空间 ,这 时 可 取 
ty, Om) = 0 (wr) dad (6-2.36) 

我 全 还 要 叙述 一 下 由 微分 算 子 

_ 
XE Hr (6.2.37) 


所 成 的 单 参 数 杰 换 群 为 Riemann 空间 六 ,的 运动 群 的 充 要 条 
件 , 这 时 了, 不 履 为 齐 性 的 .我 们 利用 自然 标 形 , 合 弄 一 产 (m, 胃 
为 这 单 参 数 变 换 群 的 有 限 方程 由 (6.2.83) 可 见 , 为 使 这 一 变换 
群 为 运动 群起 见 ,必须 有 


-~ Am: Ax! 
8 (2) FF Br ™ 《人 | (8.2.88) 


对 任何 的 ,成立 .把 这 式 于 关于 # 徽 分 ,我 们 得 
2 1(2) Bri Bri OLitm) Orn Br 
: St DT] -二 Di Dr + gut ) 局 站 Dr 
2 OE1 人 az _ 
Br ow! ’ 


+ gi (0) 
因此 就 有 


=- [1 
, "op , ™ -TT E+ | 2 _ 
eh rd a he HY 


- 


CA 


和 本 了 Fa 加 _ - 
re 


并 如 各 于 性 BBisemann 守则 [第 ;六 部 
aguE) 站 同上 gj 合 BD + gn SLO. 
Oe Bi 
迁居 ， 全 0 我 们 就 得 到 
2 十 gr 人生 十 go 2 0(6-2.39) 


对 任何 点 万 站， 所 以 , 如 所 论 的 单 参 数 变 换 群 为 运动 群 , 那 末 
(6.2.39) 成 立 ; 相反 地 ， 如 (6.2.89) 对 于 任何 点 成 立 ， 那 来 
(6-2.88) 式 的 左边 和 t 无 闫 , 叉 当 {一 0 时，(6:2.38) 左边 化 为 
gm(2)， 所 以 (6.2.38) 对 任何 志 对 成 立 ， 因 此 , 我 们 得到: 微分 
算 子 (6.2.87) 所 成 的 单 参数 变换 群 中 的 元 案 为 运动 的 充 要 条 件 
是 (6-2.39) 式 成 立 . 


如 全 
54 i! 
丸 作 吝 的 共 变 导数 
#4, 一 Se TE EE 


那 末 ,利用 开 5 所 满足 的 (6.1.25'), 就 不 难 昂 到 : (6:2.39) 式 等 
从 于 . 
各 (6:2.40) 
(6:2.89) 和 (6.2.40) 均 称 为 Riemann 空间 ,的 Killing 方程 ， 
隧 后 ， 我 们 举 出 两 种 最 简单 的 齐 佳 Riemann 空间 作为 例 
村 . 
1 和 侍 何 兄 礁 局 部 李 拌 的 室 间 都 可 引 人 Riemann 粮 素 而 成 
为 和 4 条 齐 性 Riemann 经 问 ,这 是 轩 为 李 群 双 是 一 个 室 间 , 如 客 
的 学 标 为 (5 ， 滁 潜 美 孙 次 
Ur gp ve, WEY , (6:2.41) 
已 入 捐 出 , 庙 介 为 套数 ,如 可 视 作 这 个 实效 的 这 挽 人群 持 日 
十 畦 禄 可 迁 的 ， 即 丰 和 三 -一 点 (3) 变 到 和 仁 一 点 0) 的 变换 是 看 在 且 
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为 唯一 的 ,这 时 一 点 的 迷 向 入 只 包含 恒 等 变换 , 国 而 能 使 该 点 的 
相 切 空间 上 的 任意 二 次 正定 形式 保持 不 变 . 如 cu 二 让 为 妊 的 
第 二 类 不 变形 式 ,， 则 之 BsatY@ 5 为 以 日 为 运动 群 的 各 条 
Riemann 空间 ,这 里 os 为 任 但 常数 ,但 (wn) 须 为 正定 对 称 陈 . 
这 时 运动 辞 的 套数 数 日 为 % (但 杞 有 可 能 , 这 一 Riemann 空间 
还 容许 下 大 的 运动 群 ， 疏 我 们 未 能 识 这 时 完全 十 动 的 套数 数 有 自 
为 %)， 

2 ”和 容 有 最 多 凑 煞 运动 群 的 齐 几 Riemann 空间 ， 

这 时 ,我 们 假 哉 可 容 证 标 形 族 为 直 迹 的 , 迷 向 群 最 多 只 可 能 
为 至 相交 群 , 因而 其 参数 数目 = 2 二 ) ， 由 于 迷 向 群 与 安定 


群 周 构 , 所 以 群 的 参数 最 多 为 导电 个 ， 因 为 
Dees 一 [es ，o = 地 Bo Feo, ct] , {B .区 -4 和) 


依 or 的 表达 式 及 群 的 Uartan-Manurer 方程 可 网 Ri 必 为 常数 ， 
上 且 在 运动 群 下 不 变 , 因此 Ron 同时 是 Fin) 在 迷 向 群 下 也 不 变 ， 
只 慨 证 明 

Rm 一 D0 7， 让， 了 三 不 相等 )， 


Rom 一 0 (6 放下 五 不 相等 )， (6.2.43) 
Piss = Fp 
就 可 以 了 , 因 六 这 几 个 式 子 联合 在 -一 起 斌 基 
Rh, jt = Eo {ind — Od yw) + (G6.2. 44) z 


这 里 我 们 还 利用 (6:140) 的 第 一 个 式 子 , 利用 它 才 可 内 到 Bw 
一 上 ,#0 和 ,3 元 关 . 
om 在 迷 向 群 下 水 恋 的 充 相 条件 已 知 为 
下 十 Rayot tt Rmct -+ Rondt —O (8:29.46) 
对 任何 反 称 的 o% 邦 成 六 . 


四 CE 
人 2 ”- - 4 
” 和 
到 可 


1668 并 性 lismann 空间 
i 汝 于 克基 天 且 选 吕 使 
c= 一 0 一 1， 
其 条 为 堪 , 代 天 (6.2:46) 就 有 
Rix—=0 (2%, 9 2F). 
i 当 名 = 记 27, 了， 腕 取 
Cm —0=—] (mi, 3,D, 
利用 (6:2.45) 得 到 
Hinsit 二 Bnnj=0, 
叉 瑟 出 (6:1. 40) 的 第 二 式 
fimnt Fm t finnt=0, 
将 上 面 二 式 相 减 ,得 


Pnny 一 Pini 


代 大 (6.23.43) 得 天 
Bang—=0 《更 
ii) 庄 庆 = 7 一 7% Dp, 1) 丸 选 
一 一 0 一 1]， 
由 (6'2. 币 ) 就 得 到 
y= Ham, 


[第 六 音 


(6.2 .46) 


(6.2-.47) 


(6.9.48) 


到 已 为 各, 这 就 是 人 343) 中 第 三 式 , 因而 得 知 (6.2.44) 成 要， 


而 得 到 


定理 3 和 容 有 最 多 套数 运动 群 的 齐 性 Riemann 空间 是 常 曲 


率 空 间 . / 


视 加 的 不 同 , 常 曲率 空间 可 分 为 三 燃 . 和 一 0 时 分 为 欧 民 宰 
间 ; 和 >0 时 为 正常 曲率 宏 间 ,正常 曲率 空间 可 在 n 十 1 条 欧 拱 空 
辣 的 球面 上 实现 ; 和 <0 时 为 贡 常 曲率 窗 闻 , 中 常 曲率 空间 能 在 


同 基 长 讼 公式 为 二 次 形式 


be 
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Fly, 2) = 十 
的 拟 欧 氏 鹤 间 中 的 超 曲面 
(3 Cn) ntl) 2 on 
上 实 更、 普通 所 戎 的 非 欧 空间 就 是 指 这 两 种 常 曲率 室 闻 2 
欧 氏 空间 容许 2 二 = 大 孝 运动 群 是 已 知 的 事实 ,又 n+ 


稚 室 辐 的 转动 群 属 疙 % 稚 正常 曲率 空间 的 运动 群 ， 而 所 闪 出 
的 扫 欧 氏 空 阅 的 Lorentz 恋 换 群 必 为 跨 常 曲 这 室 间 的 运动 


群 ， 所 以 4 稚 的 党 曲率 空 间 也 的 确 容 有 "二 二 参数 的 运 
动 倍 . 


6:3 Riemann 宰 间 的 和 乐 群 及 其 铸 干 应 用 


在 这 节 中 我 们 还 是 要 时 渝 一 般 的 Riemann 空间 的 若干 性 
质 ,在 后 文中 ,将 多 次 地 利用 到 这 些 性 质 . 

如 为 一 Riemann 空间 ， 我 们 利用 自然 标 形 进 行 时 咏 . 
首 洁 要 论 明 在 点 p 的 一 个 向 量 NI。 沿 光滑 曲 锋 0 的 在 行 移动 的 
概念 ， 锥 曲 米 0 的 方程 为 1 一 2 的 ,， oti<b, 双 1-e(g<e<D 
对 应 于 点 2p, 在 了 点 已 输出 一 向 量 XI, 我 们 要 求 在 曲 瘘 0 上 点 
点 定义 的 向 量 ， 使 得 这 一 烈 的 向 量 中 任意 两 个 无 限 小 邻近 向 量 
都 是 相互 平行 的 ， 为 此 ,我 们 设 这 一 列 向 量 的 反 变 支 量 由 方程 
入 (表示 , 闭 未 由 $6.1 的 时 论 可 知 ,西数 丸 全 应 满足 方程 


a + To (DN ~0, (8.3.1) 


和 初始 条 性 
Me) =A6,. - 


这 一 微分 方程 粗 的 初 值 问题 有 唯一 的 解 ， 且 在 4<t<6 均 有 章 


你 (因为 为 程 (6.3.1) 关 于 未 知 图 数 ND 为 灵性 的 ) ,我 们 就 称 
1 这些 事 项 的 证 明 见 了 isenhart 工 . P. [1] 第 五 章 ， 


各， 
i ole » -1 
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这 样 所 得 的 一 刘 问 其 为 PP 点 的 问 革 NT 沿 曲 钱 的 上 下行 移动 . 
由 各 如 也 可 以 是 分 滤 泛 说 的 , 这 时 年 行 移动 也是 分 自制 作 的 . 

洛 有 轴线 呈 的 平行 移动 , 实际 上 是 把 曲 六 上 每 点 的 宴 切 尝 癌 
之 问 册 作出 一 -个 和 厂 性 对 应 ,而 及 还 保持 数量 积 不 改 . 

利用 焉 行 乏 湖 ,我 个 可 以 31 太 Riemann 空间 的 “和 乐 料 “的 
概念 . 

三 Riemann 空间 大, 中 ， 飞 一 点 2; 作 以 为 始点 ,及 忆 斩 
为 往 点 的 团 坏 上 路。 我 们 假 哉 这 个 坏 路 出 有 限 段 光 请 出 条 又 构 
霹 ， 把 名 避 茹 宣 问 中 间 避 沿 这 环 路 作 平 行 移动 ; 叉 回 到 加点 来 ， 
得 到 点 韦 空 间 到 和 白 身 的 一 个 旋 贝 .任意 二 个 困 坏 路 进 接 起 来 
也 还是 一 个 团 环 路 , 宇 搓 的 道 环 踏 也 是 一 个 阴 环 跤 ,所 放 如 作出 
所 有 可 能 的 瑚 环 炸 所 对 应 的 2 点 相册 空间 许 因 就 得 到 一 个 站 变 
和 的 于 是, 称 为 点 捕 的 和 乐 群 2.， 容易 证 明 ,空间 六 ,中 不 同 两 点 
的 和 乐 群 华为 同 构 (我 介 恨 设 天 为 连通 和 的 ,和 即 尾 音 西 点 必 能 用 
光 衣 的 山区 缀 连接 ,在 局 部 情 玉 下 ,这 往往 是 不 普 而 喀 的 )， 

册 和 乐 群 的 性 质 可 尽 推 出 空间 的 床 多 性 质 ， 我 全 步 考察 ， 
和 乐 群 有 不 变 癌 量 了 时 鹤 间 了. 有 娜 些 人 性质. 现 改 A 为 在 靖 氮 的 
一 个 向 量 ,为 该 点 的 和 乐 群 的 不 变 向 量 ， ni 为 六 中 任 一 点 .把 
8 和 和 用 一 宜兴 注 曲 灿 弧 妇 过 车 超 来 , 把 向 量 和 给 C 平行 移 
动 , 得 到 pi 反 的 一 个 向 量 玉 ， 我 们 谣 ,和 和 曲 芒 弧 的 选取 无 
关 . 吾 实 上 , 训 我 们 用 曲 黎 绝 0C' 来 代 圭 口 , 向 其 4 组 C 不行 移 
副 到 和 得 到 旬 , 双 依 如 的 反 肯 向 把 它 丰 wi 移动 到 wp, 因 为 入 在 
和 乐 群 下 为 不 变 ,所 以 我 们 重新 得 到 向 量 和 因此 把 入 沿 在 
行 牧 卉 , 在 各 点 也 得 到 向 量 寻 ， 依 此 方法 就 得 镜 在 空间 六, 的 一 
个 疝 生 声 , 它 有 如 下 性 质 :在 六 ,中 和 任 作 一 疙 滑 册 多, 在 此 册 六 上 


”… 浪 里 定义 的 和 奈 烽 ,有些 作者 称 汐 齐 交 和 所 车 ， 自然, 我 们 也 只 基 用 局 郭 观 
点 求 诸 齐 它 ， 美 于 和 乐 群 的 一 般 计 广 可 电 Lichnerowicz [13， 


i 


E60.31 Riemann 生 | 间 的 利 纪 告发 其 昔 直 诬 用 中 


条 昼 场 的 筷 基 是 沿 此 曲 克 平行 的 一 到 问 县 ， 这 样 的 同 量 场 称 为 
三 行 同 其 场 ,因此 我 们 有 

定理 ! 一 向 鞭 为 和 乐 样 的 不 变 向 量 场 的 充 概 条件 是 窑 属 
于 六 ,的 一 个 不 行 向量 易 ， 

完全 类似 地 也 有 

定理 2 疾 扣 的 相册 罕 关 的 一 个 平 耐 泡 和 乐 群 的 不 变 平 误 
的 充 要 条 性 是 芒 平 面 属于 大 的 等 行 平面 凡 . 

这 星 乎 行 平 面 纪 的 荆 交 是 指 在 大 的 香 点 的 相 切 空 关 于 均 
行 - -个 确定 的 平面 ,而 沿 枉 何 一 根 苑 庚申 区 作 指 翅 空间 的 下 行 
物 开 时 ,这 种 焉 面 午 相互 对 应 . 

我 们 由 进一步 笠 玲 容 首 蒜 行 平 询 怖 的 Riemann 空间 了,， 
首先 可 见 到 ,和 裔 wn 为 一 平行 平面 肆 , 那 未 吾 . 的 讼 变 罕 吾 ，。 也 
为 平行 平面 萝 . 这 因为 ,在 平行 移动 之 下 唐 变 性 是 能 够 尿 持 的 ， 
天。 鲜 能 自 相 对 应 , 那 末 它 的 次 交 秆 也 能 自 相 对 应 ， 

选取 让 位 标 形 6， 合 所， …， en 属于 百 w; sm+1;…， en 属于 
天 ,mw. 这 时 成 六 

HD — cyt, 
dei = wf 63. 
依 吾 。 和 盏 ,.m 的 平行 性 , 我们 在 
bh=0), oo 一 修 
人 =1, 2 [6:8:3) 
考 持 Platf 方程 各 


(G6.8.9) 


里 
c ”一 个 ， 


， 写 包 含 m 个 独立 方程 , 且 相 应 于 下, 中 的 不 面 声 加 .因为 


Do -To w= Do — [ot, wt]=0, 
所 以 这: -了 得 全 方程 各 完全 可 积 , 这 就 是 诉 , 焉 面 数 场 吾 _w 为 和 
朱 的 ;同样 ,平面 染 场 Hm 世 汶 和 乐 和 的， 歼 空 闻 的 坐标 时 ， 5 


3 
3 
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使 三， …， 如 为 af 一 0 的 独立 的 初 积分 ,ort …, "为 "一 0 
的 独立 的 初 积分 , 那 未 空间 的 糖 素 ds? 可 写作 

dea = grr (wm) dr do + gr (a) de dot (6:8.4) 
这 时 曲面 族 玉 ,_m : 4 一 const 的 其 下面 为 可 。， 曲面 族 卫 wo 
一 const 的 世 焉 面 为 万 ， 吾 ，w 中 的 向 量 的 特点 是 六 一 0, 沿 任 
何 蛤 面 平 行 移 动 时 X==0 应 该 保持 ,所 以 有 


和 at rt E 
Lh 3 = 
中 此 oy 天 PE _= 
因为 M7”, 三 一 为 任意 , 所 以 有 
rk 一 0, 


利用 了 yx 的 表 运 式 (6:1'30), 并 注意 到 =0, gr 一 0 ,det|gr*?| 
子 0, 我 们 就 有 


A 
Tr 


dr". 
同样 也 有 
Op 一 站 
Ow! “ 
这 各 示 (6.3.: 才 中 的 grr li 只 傅 屯 于 2 ， go 只 佐 村 于 ve, 
因此 


de = gp {we dm 十 和 , (6B.3:5) 

这 样 的 空间 称 为 乘积 空间 , 记 为 玉 , 一 FX 下。 因而 我 们 到 得 
到 

定理 3 如 天 ,的 和 乐 群 有 不 变 平 面 吾 。(m 了 0, n) , 那 末 六 
必 为 乘积 空间 . 

当 玉 , 的 宰 切 空间 分 解 为 一 粗 s 个 相 志 下 交 的 和 忒 人 群 的 不 、 
变 平 面 的 直 和 时 , 那 未 了, 也 分 解 为 ， 个 Riemann 空间 的 乘积 
空间 .特别 成 立 
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扒 给 1 当 亚 ,的 和 乐 群 有 知 个 独立 的 不 变 后 量 ,或 者 改 耻 。 

及 个 独立 的 平行 向 量 场 时 , Vw 的 糯 素 必 可 写作 
ds ~ (dD)3+ .0 (Go™) 3 gop (oY der dr” 
(站 一 二， (6.3.6) 

【证 】 因为 六 ;的 和 所 群 鳞 有 wm 个 不 变 的 独立 闸 量 , 那 末 还 
可 选取 mw 个 相互 覃 交 的 不 变 问 量 , 每 -不 蛮 向 量 均 可 作成 一 个 
不 变 的 一 蕉 平面 了。 (4 一 1…:, 9%) ,而 和 所 有 这 些 不 变 向 量 相交 
变 的 同 基 人 全体 世 构成 一 个 不 变 稠 面 总 w, 显然 点 的 切 空 间 分 
解 为 和 乐 妊 的 不 变 平 面 ,了 a 恒 ， 玉 m， 好 nm 的 站 和 和, 这些 未 
谈 平 面 为 相互 站 交 的 ,因此 得 到 约 素 (6.83.6) . 

推荐 2 请 ,为 欧 兵 空 关 的 充 要 条 人 性 是 它 的 和 乐 群 只 包含 恒 
等 变换 

【证 如 和 乐 群 只 包含 提 等 变换 ， 则 它 有 郊 个 独 间 的 不 变 
回 量 ,应 用 推 戎 1 就 得 

ds 一 《Go 十 十 (Go 

因此 为 欧 代 空间 . 又 欧 氏 空间 的 每 一 向 量 显 然 都 属于 一 个 斑 行 
中 量 扬 ,因此 和 乐 群 也 确实 使 每 一 向 时 不 变 . 

和 并非 任何 Riemann 空间 都 是 两 个 惟 数 低 -一 些 的 Riemann 
空间 的 妇 积 ,特别 ,我 们 有 

定理 4 非 欧 兵 式 的 常 曲率 空间 一 定 不 是 滋 积 窑 间 . 

【证 」】 证 第 曲 奉 空间 了。 的 曲率 为 加 天 0， 妈 如果 玉 ,为 冬 
积 军 间 , 则 了. 的 鳃 素 可 写 抱 

ds— gry (oz)aardof + gup (8 ) Apr doa”, 
通过 计算 可 以 站 搂 证 明 , 曲 不 绑 喇 Bm 中 只 有 Bypry 及 BRywypip; 
可 以 不 为 需 ; 但 田 一 方面 ,由 于 空间 为 常 曲 率 的 ， 
Breprepe— Rol gergrsn — girprgerr) 一 kogvrgir EO, 

有 所 以 发 生 漠 盾 . 
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由 这 一 定理 可 以 见 到 常 曲 率 室 间 趟 穿 诗 平 行 店面 场 , 特 别 ， 
也 不 闪 放 奉行 向 量 声 . 
一介 条 Riemann 空间 的 相似 对 应 和 相似 变换 的 概念. 
击 两 全 Riemann 窄 六, 与 六 V; 能 建立 点 与 点 之 间 的 一 一 
对 许 , 且 当 对 应 操 采 取 间 -~ 学 标 时 碟 立 
gw dradri— 0g varidri (AO 常数) ， {6.8.7) 
旭 称 此 对 应 为 币 伺 对 应 ， 这 果 gy (zr) dwide! 与 gu (2)dride! 说 唱 
为 了 ,与 灰 。 的 各 来 . 0 人 的 系数 . 
由 9; 一 0g5 知 多 一 于 二 9 计算 ;与 的 Qhristoffel 家 
全 ,可 得 
天 和 (人 ) 一 天 和 (7) (6.8.8) 
因此 , 在 相似 对 应 下 ,平行 性 保持 不 变 2， 由 此 也 可 昆 到 ,在 相 伺 
对 应 下 ,和 乐 群 也 保 诗 址 变 . 
特别 ,六 到 自身 的 相位 对 应 称 为 相位 变 杭 ， 如 六, 的 上 坐标 
为 (sz), 相 亿 变换 方程 为 人 # 一 产 (wt!) ， 则 相位 变换 的 条 作 (6.3.7) 
加 收 皇 为 


Yue) dviqdti = Cg (他 Op (6.8.:7" 
当 严 。 容许 昔 参 数 变换 辟 
z= f(r, #) 
且 硫 并 
gi (LATA = 02 (8) gu (ew) dtd (6.8.9) 


时 , 称 这 童 参 数 变 换 群 为 和 相似 变换 寿 . 
在 这 里 我 们 要 介 厅 下 面 的 一 个 简单 而 有 用 的 精 果 ， 让 潭 府 
性 Riemann 空 阿 的 研 束 的 次 定 和 Riemann 窒 | 村 的 相 伐 群 的 研 
两 Riemann 闪 间 如 能 建 音 一 一 对 版 , 使 得 向 量 的 平行 性 保持 ， 称 这 对 应 为 


仿 射 对 应 5 到 上 自 身 的 仿 射 对 应 称 力 仿 射 变换 ， 相 伺 对 应 荐 一 :种 等 珠 的 仿 射 对 应 ， 
相似 变换 是 一 入 特 殊 的 仿 射 变换 ， 在 仿 射 对 应 让 ,和 乐 群 也 保 持 不 蛮 ， 
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完 很 世 作 用 (5( 见 和 谷 煤 豪 [ 引 , [5651). 

定理 5 章 伺 Riemann 空间 如 容 昔 非 平 凡 的 相公 群 ， 刚 空 
于 过 为 欧 夺 的. 

[证]】 设 玉 , 为 齐 性 Riemann 空间 , 及 存在 非 平 凡 的 相 伺 


变换 ,相似 系数 为 wfa<d) , 它 把 点 名 变 到 pi, 由 于 下, 是 齐 性 空 ， 


尚 , 所 以 尺 存 在 一 个 运动 把 点 pi 变 回 到 2 作出 这 两 个 变换 的 
乘积 , 就 得 到 一 个 合 点 2 不 恋 的 相似 变换 g, 相似 系数 为 w， 现 
识 0O6 为 以 点 为 始点 , 也 入 了 P 点 为 米 点 的 阴 环 路 ,06 么 变换 g 
后 全 和 尖 Ci 也 以 六 询 挫 感 与 梓 点 。 取 0 区 过 J 后 室 为 Cs,…'， 
显然 , 这 些 坏 路 好 后 将 收 籍 于 一 点 了 ， 设 对 应 和 乐 群 中 元 
索 负 一 0, 1, :…)， 由 于 相位 变换 下 示 改 变 和 乐 群 中 元 素 ， 
因而 
G01 ga 

另 -一 方面 ， 当 hj 增 大 时 ，Cw 可 变 为 非常 小 的 环 路 ,， 因 丽 gw 就 
会 与 恒 等 变 视 无 限 接近 ， 部 人 9m} 以 恒 等 变 换 为 极限 , 但 go 
一 下 一 gw 一 …, 蔷 go 必须 就 是 恒 等 变换 ， 由 了 于 Ce 是 任意 取 的 ， 
页 知 空 间 的 和 乐 群 只 有 一 个 恒 等 元 素 , VV; 是 欧 氏 空间 , 这 就 得 
出 了 所 需要 芍 梧 广 . 


$ G.4 作为 乘积 空间 的 齐 性 Riemann 宗 随 


在 村 节 中 ,我们 要 介 和 从 两 个 齐 件 Riemann 空间 得 出 新 的 
弃 性 空间 的 丙种 态 让 . 


证 六 为 下 中 一 点， 对 为 赴 呈 点 的 任 一 个 音信 切 向 其 ， 作 和 对 间 点 和 本 加 切 
的 铀 地 灯会 间 的 方向 量 一 引 疾 的 得 到 一 局 外 当年 和 > 变动 时 , 龟 可 点 取 到 是 的 
某 一 邻 焉 中 的 任 益 点 1 舍 世 一 ais 为 恋 点 的 誉 标 , 这 样 的 举 标 挛 为 点 所 的 法 骨 祭 . 在 
瀛 稚 标 下 * 合 目 一 conat 而 * 变动 ， 闭 末 方程 i 一 qs 就 代表 一 恨 泣 地 入 ,在 法 持 标 
下 : 窜 易 昂 到 运动 群 和 相似 群 的 述 向 群 和 安定 群 有 同一 解析 袁 站 式 ， 

利用 下 iemamnmn 普 其 在 8 点 的 守 举 和 际 , 可 以 严 格 地 诈 明 正六 中 所 这 的 事实 ， 
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，， 艇 Riemann 空间 三- 与 广 - 的 条 党 各 为 
ds gor or) der do’ (o,f', 天 一 二 2, ,9), 
ds = gp er) do do dy I Wg l, 1, 1), 
前 面 已 指出 , 疮 背 汐 - 
ds grr (er dar do! go odode” (6.4:1) 
的 Riemann 空间 玉 ;, 称 为 Vo 与 六 ,a 的 乘积 空间 ,大 记 为 
Vo=Vo xV,s. 
特别 ,如 下 与 上 -去 为 齐 性 Riemann 空间 , 说 其 运动 群 
| 为 及 如， 区 积案 玉 , 容 有 形 和 如 
ni < 一 qo [21 ， 2 ) 了 
有 (6.4.2) 
的 运动 压 , 于 此 2 为 后 中 的 一 般 变 摘 ，p” 为 好， 中 的 一 般 弯 
换 ,及 wr, ar' 分 别 为 相互 无 关 的 二 各 参数 .由 于 久 与 Gs 在 VY。 
写 六 vs 中 分 别 是 可 迁 的 ， 因 而 站, 中 的 运 小 群 (6:4.3) 也 是 可 
了 迁 鸭 ,这样 ,我 们 就 用 乘积 的 方 潜 合 成 一 个 新 的 齐 性 Riemann 
空 且 . 
由 64:2) 式 可 屁 两 个 齐 性 Riemann 宏昌 刁 积 所 成 的 齐 性 
Riemann 窒 间 必 和 容许 可 分 为 直 积 的 运动 群 ， 因而 汤 们 的 迷 向 群 
也 分 为 直 积 。 但 是 相反 地 ,如 果 一 个 许 性 Riemann 空间 的 类 向 
群 分 为 两 个 互补 平面 上 旋转 群 的 直 积 时 ,这 个 齐 性 Riemann 空 
闻 帮 不 一 定 分 为 直 积 , 在 后 交 中 我 们 将 看 色 很 多 这 种 例子 。 我 
们 在 这 里 介 帮 一 个 有 用 的 车 果 (Wakakuwa 王 . [1]). 
定理 1 车 齐 性 Riemann 鹤 间 严 . 的 迷 间 群 分 解 为 名 立地 
”作用 在 切 空 间 的 互 杆 的 子 室 间 总 与 加。 中 的 两 个 旋 坊 群 的 直 
积 , 且 这 问 群 梁 有 趟 变 间 量 场 , 央 齐 性 Riemann 空间 和 。 必 为 两 
个 开 性 Eiemann 空间 的 乘积 . 
我 们 可 选 直 交 可 容许 标 形 使 er 一 1 2,-……,qg) 和 ew (2 


天才 1 水 


下 由 
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==g 十 1,，…, m9 分 别 成 为 百 , 和 加 ,上 的 基 向 量 .由 于 迷 向 群 分 
为 击 积 ,因而 必 的 李 代 数 的 基 可 选 为 
yo 0 0 0 
c=( ) cv | ); (6.4:8) 
0 0 Q) Cjrpr 


(7 ， 7 一 荆 ， | 8 ， 7 = 十 1， "py nn) ， 
这 里 史 w 与 eye 分 别 为 迷 向 群 作用 在 五 。 与 五 ,_s .上 所 成 的 群 
4K 称 为 艺 导 和 群 ) 的 李 代 数 的 基 , 这 和 时 
Do ~ 3% [eo, oresy [or， ac， 
{人 6: 生 . 和 4) 


rH 1 FT "" rr 
Dai 一 于 唤 [oo w+ opeLe ，a7 


我 们 已 租 指 出 ,由 于 齐 性 Riemann 空间 是 化 鹊 的 , 因而 Jaoopi 
方程 (6383-7) 化 为 
cir0tp + Of Om — CFancl, — 0. (6.4.5) 
在 (6:4: 妈 中介 记 一 各 ,2 一 了 mp 一 mm"，p 一 p01 得 到 
Ci er 一 人 
由 于 迷 向 群 沪 有 不 变 向 量 ,所 贞 
ft C—O: 


类 似 地 得 


cei 一 站 
双 在 (6.4.5) 中 时 一 下 一 谍 各 一 和 5，p 一 P, 再 利用 迷 癌 群 波 
有 不 谈 向 量 这 一 事实 就 可 得 河 
人 =— 00: 
类 个 地 有 
Do —B fw [af ooo [ay ar]， 


pr 1 后 "Fr ir a P 
Do =-3- op Lf, 十 eofa 和 oo] 


Ci 一 0 


。 
178 并 性 Riemann 上 空间 [ 芝 :机 
利用 也. 0artan 的 引 理 (86:2) 可 知 就 (@ 为 如 , 42 的 一 次 
型 ， (7)? 为 2 de 的 二 次 型 ， 而 wv 为 wf 一 0 的 初 积分 ， 
2 一 0 的 初 积分 ,因而 六 , 的 寿 素 为 
de” 一 全 人) 十 
= gr (FF drt dat 十 人 or 

定理 考 毕 . 

我 们 的 丁 明 大 部 分 是 重 复 了 35.4 的 定理 4 的 论述 , 于 实 
上 ,那个 定理 可 以 天成 为 这 里 所 狼 述 的 定理 的 推广 . 

并 性 Riemann 空间 G7 二 及 和 贡 为 运动 群 ,但 也 可 能 容许 比 
GQ 更 :大 的 运动 腾 . 我 们 称 一 个 Riemann 窗 间 所 能 容许 的 参数 
数目 最 多 的 运动 群 为 完全 运动 料 。 显 然 ,在 局 部 的 意 必 下 ,完全 
运动 群 是 瞧 一 决定 的 . 

恒 得 注意 的 是 乘积 的 齐 人 性 Riemann 空间 人 :4.1 的 完全 运 
动 群 未 必 是 46.4.- 纹 ,例如 将 

081 一 《Go ?+ gro do" dre’ {0', b', ce'—2, .., 9), 

ss = (dm) + gur (or de dp! (es', t', p'—g+2,.…, 1) 

时 ,其 柔 积 空间 具 碗 束 
， de 一 人 {we ) de dm + (dm ?十 (Arti) 

+ grt{w? de” de (6.4.: 人 0) 
显然 可 见 ， 这 空间 容 有 这 样 的 运动 ; 它 是 由 2 粹 空间 (dey3 
二 (de?11)3 中 的 运动 与 下 一 mo 到 一 村 在 一 起 所 租 成 的 , 但 这 
个 运动 并 不 属于 (6.4.2) ,因而 这 时 六 与 六 ,.。 中 运动 群 的 得 
积 {6:4.2) 振 不 是 站, 的 完全 运动 群 ， 

当 潍 积 室 闻 站, 的 运动 属于 4 与 六 ,sy 的 完全 运动 群 的 下 
积 时 , 我 们 称 这 运动 为 非 混合 的 ; 如 下, 的 运动 不 是 六 , 旺 Fs 
鸭 运 动 的 直 积 , 基 称 宪 为 六 , 的 识 人 台 运动 ， 了. H. Fpyqgonmr 蔗 
完 琵 积 党 间 的 混合 运动 得 到 了 (Epyxxosny 上 H, [11) 


A 
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定理 2 如 果 乘 积 Riomann 空间 也,(V ,一 六 x 了 六,_,) 容许 

混合 运动 ,其 六, 的 入 案 必 可 化 成 为 
ls? D1 (Gr) ?十 gd 可 十 d 结 (6.4-7) 


使 这 时 了 可 秽 为 三 个 Riemann 空间 的 梯 积 , 其 中 第 一 个 是 欧 
氏 的 , 且 对 六 , 的 遂 索 的 这 样 分 解 而 首 , 玉 , 的 每 个 运动 者 是非 混 
合 的 "，( 和 这 里 89, ds2 是 二 个 Riemann 尺 间 的 次 案 形 式 .】 

[证 】 加 所 知 ，Riemann 空间 的 音 参 数 变 换 群 为 运动 群 的 
充 要 条 件 是 成 立 Kining 方程 


从 好 站 
a 二 rr oe 二 fi 一 2 一 品 ， (6.4.8) 


亲 于 系 各 空 表 六，Kining 方程 4.8) 可 宕 为 下 列 二 和: 


: kK 
A 局 gg gw 人 + grw de 0 
OER Er 
B) gw Bor to 0, (6.4.9) 
， 2 sare fer Er 
0 ER 2 不 二 ar oz 十 ferr 2 = 一 


C%" 了 2 了 有 一 1 ] ， 2， a 他 ;多 " 了， 此 = 十 1]， i 1 


由 此 可 见 , 对 固定 的 w*， 于 一 帮 50;- 是 了 Vs 中 的 运动 的 微分 算 
子 ; ,对 国定 的 好， 了 = 全 55m 是 Ze 中 运动 的 微分 算 于 . 


6.4. 细 也 可 改写 成 
AA) Ei, ry, i 0， 


De 上. DE EE 
和 PR —o{ 十 一 一 -二 4 -= 是 申 


0) Ep Ee ir —0 


| 这 就 是 每 一 运动 必 慎 子 三 个 Riemann 空间 的 党 全 若 动 群 的 左 积 ， 这 三 个 
鞋 间 的 烧 周 为 司 4 人 在 过 的 三 项 ， 


™ a = 
i a 
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这 里 记号 ", ”表示 六 a 中 的 共 变 微分 ,记号 “; 表示 了 。-。 中 的 共 
变 微 分 . 又 从 (6.4.10) 式 B) 中 可 民 , 当知 不 含 时 8 也 不 
合 o， 我 们 识 癌 所 生成 的 单 参 数 运 动 群 是 混合 运动 ,因而 Br 戎 
正 依 环 于 x , #e 其 平 依 屯 们 . 
由 (6.4.40), 和 六) 式 可 得 
Evy 一 二 (一 相生 全] 5 (0,ér— 0véy), (6: 生 :11) 


将 (6.4.10) 的 B) 式 关 于 到 微分 又 减 去 和 友 相 变换 所 得 的 式 
子 ,我 们 就 得到 

Bt Opt 一 有 tr —0, 
因而 由 (6:411)， 


S17 = rr (LE ). (6.4.12) 
娄 亿 地 得 到 
Er = Br (ot) (8.4.18) 

我 们 将 (6-4.18) 关 于 中 微分 ,就 成 立 
(Od) ;i =0. (8.4.14) 


把 (6:4:10) 的 B) 式 关于 sw* 共 变 微分 再 利用 (6.4.14) 就 得 到 
(api 一 0， 


或 凡 骨 成 
Er 二 = 人， (6.4.15) 
因而 对 固定 的 让 ge 是 也,_s 的 在 行 向 量 场 。 类 似 地 可 得 
Ew, rw =0, (6.4.16) 


因而 对 固定 的 外 ，&vy 是 了 中 的 平行 向 量 场 . 因此 当 导 积 空 
间 容 许 混 合 运 动 时 , Fo 与 广 ,_4 均 有 竺 行 向 量 场 .依照 具有 且 行 
问 量 场 的 Riemann 空间 的 性 质 (86.3 推荐 1) ,了 与 了 的 炉 
索 均 可 化 为 

CS 一 【0 go tt ) dr A 【gf 一 中 ， 
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da — (dw tl) a go (WD) A CD 
(8", £", P92, .…, Wn)}, 
因此 上, 的 区 深 可 化 汐 
de?2— (Av CA gw dt dE 
+ gr Dr dt 

如 果 喇 这 样 分 解 ( 序 上 式 中 一 .二 项 ,三 项 ,四 项 三 部 分 ) 后 还 存 
在 混合 运动 , 那 末 可 以 维 秆 运用 以 前 的 步 驰 , 把 色 案 中 的 “ 欧 拓 
部 分 进一步 扩 线 ,而 最 后 就 得 区 索 (6:4- 厂 , 宅 已 不 再 容许 混合 
十 到] 

我 们 在 $6:10 中 将 应 用 这 个 定理 求 币 定 某 些 当 积 的 齐 性 
Riemann 空间 的 运动 群 是 否 为 完全 运动 群 . 


8 人 :号 述 回 群 县 不 变 向 入 的 齐 性 Riemann 空间 


依 迷 向 群 来 研究 齐 性 Riemann 安 间 时 ,我 们 必然 会 过 到 
向 群 具 不 变 向 量 的 空间, 宅 构 成 一 类 相当 广泛 的 齐 性 Riemann 
空间 ,而 且 , 在 制作 容许 未 可 证 运 动 群 的 Riemann 空间 时 , 世 需 
要 研究 清楚 这 神 具 不 变 向 量 场 的 齐 性 Riemann 空间 . K. Yano 
在 [2] 中 角 研 究 过 迷 向 群 只 有 一 个 不 变 向 是, 而 且 在 其 站 交 补 上 
成 为 僵直 交 群 0(w 一 了 的 情形 ，M. Kuritaf1] 研究 过 有 9 个 不 
变 向 量 扬 而 迷 向 群 实 质 上 为 0(n-gq) 的 情形 ， 在 这 里 , 我们 研究 
上 比较 一 般 的 傅 形 : 迷 向 群 具有 g 个 独立 的 不 变 向 量 而 在 它们 的 
起 变 补 上 世 导 一 不 可 和 构 的 旋转 群 ( 谷 超 豪 [3], {51) 

同时 指出 ,在 一 点 时 的 迷 向 群 如 有 不 变 向 量 6, 那 末 必 存在 
空间 也 ,的 一 个 向 量 场 , 使 其 中 的 向 量 在 运动 群 分 .作用 之 下 和 
互 变化 (这 样 的 向 量 场 称 为 不 变 向 量 场 )}、 事 实 上 , 在 运动 群 好 
下 ,向 量 。 所 能 变 到 的 向 量 的 梨 合 卫 就 粗 成 这 样 的 孙 变 向 量 声 . 
因为 Gr 可 迁 ， 故 任意 点 加 1 必 有 含 在 卫 中 的 向 量 ， 双 如 存在 


3 
pm r 
"9 定 = 
J [| 与 - 
tt i es . 
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让 EG EE, 僵 半点 村 到 并 | 点 ,而 使 。 恋 汐 六 1 版 不 同 的 
辣 基 et, ta， 则 型 点 安定 群 中 元 素 好 1? 凡 就 将 合伙 为 另 一 问 
量 ,这 演 俐 证 矛盾 ,所 以 主 迟 汶 一 癌 基 贺电 为 全 的 不 变 呵 量 期. 
因而 ,和 莉 性 Hiomann 空间 其 有 4 个 缕 性 独立 的 不 变 癌 量 芯 是 过 
价 于 其 迷 和 阿 群 能 使 -- 4 稚 村 面 吾 , 中 任 一 向 量 末 变 ,而 ' 老 的 丰 安 
社 艺 ，s 环 为 迷 启 赔 的 ww 一 9 和 维 不 变 平 面 , 这 时 迷 疝 群 实 质 上 上 表 
示 为 召 _v 中 的 一 个 庭 柱 群 五 . 

我 们 污 末 让 明 如 下 的 茹 本 引 理 . 

Bl 理 家 六 ,为 下 好 上 下 9 个 得 开 的 不 灾 间 量 电 的 齐 性 
Riemann 空间 , 则 可 选 联 适当 可 容许 标 形 族 扩 Pfa 皇 式 wi, wwr， 
使 社 

1 


Do = ow Le , w+ eho Lo, os， 


por ~ 的 Taof az] 十 eg Fe”, caw] ets, [er ap] (6:6.1) 
(一 于 二 

百 防 亚 

i ) 将 回 定 的 灾 , co 为 大 五 的 不 变 丝 其 , 即 为 群 五 的 次 
换 旋转 群 的 李 代 数 中 的 元 素 . 为 方便 计 , 我 们 把 wn 一 g 阶 往 际 
(Cope) 记 为 (人 

‘证 ) 对 固定 的 癌 , 方 陈 Cr 一 (chw) 为 群 瑟 的 交换 炉 性 群 
的 李 氏 数 中 的 元 比 。 

[证 j 当选 下 站 交 标 形 or，…， 980, 8p1，…，6n， 合 61，…， 
Bg 为 不 灾 阿 量 时 , 则 有 

Cp — OL, =—0, 

此 外 生生 4 一 (ejrp) 为 理 的 李 伐 数 的 走 . 

因 并 性 Riemann 空间 为 化 焰 的 ,所 以 我 们 可 利用 (6.2.327 
在 这 浇 子 中 全 庆 = 训 ,f= 了 mr 一 m5", 即 得 


ee 
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Co 一 和 
因 总 在 台中 无 未 变 阿 基 , 所 以 调 
err 一 站 ‘G6.b-2) 
向 在 {6:2:32) 式 中 全 太一 ,了 一 7 m= 二 m'， 即 得 


由 证 
Cr CHpp 一 UU 


申 此 推 得 
Co 一 站 (8.5.83) 
所 以 胶 普 
Por — or, [er, wel + esf 0”, ae] 


2 


De” = 5 ow[or”, wr] tobe [es’, wv (6°54) 


十 efyro[aof , ear 
我 们 再 在 (6.2.32) 式 中 全 = 看 , 1=V',， 和 一 mw， 部 得 
Crep 十 Crit 一 -个 (6.5:5) 
故 可 知 , 当 固 定时 ,hm 为 再 的 不 变 张 最， 另 一 方面 ,上 式 可 
改写 为 矩阵 形式 
OF A 4Ow 一 0 (6:5.6) 
又 因 CF 为 反 称 障 ， 所 以 这 表示 O* 所 生成 的 旋转 群 与 姑 互 可 
交换 , 故 ( 山 得 证 . 
最 后 ,在 (6.2.32) 式 中 分 训 = 和 ,2 二 让, m 二 mm'， 即 得 
Cf 一 CC 一 个， 
部 
du0 Cd 0 (8.5.7) 
这 样 就 证 明了 (i. 
“看 娠 和 竺 验 引 不 变 向 量 虚 的 齐 性 Riemann 宏 间 以 前 ,我 们 
再 指出 这 类 窗 则 的 一 个 几何 性 质 ， 在 第 五 座 中 局 看 到 平 而 册 
为 和 乐 的 (地 可 直接 其 从 :5 人 看 出 ), 即 存在 oo0"- 的 7 蕉 是 
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而 六 ,宇和 们 忌 召 , 为 切 乎 面 素 , 且 这 些 广 * 是 非 束 人 几 册 面 ， 在 这 
里 将 进而 证 明 斌 些 .是 空间 的 全 测 地 机 面 . 这 就 是 ,把 站 vs 作 
为 一 Riemann 空间 时 ”， 客 的 任 一 测 地 和 纹 世 就 是 六 的 测 地 区. 
由 引 理 的 亦 明 中 可 见 , 在 Fe 上 成 立 w” 一 0, 因而 
w= — Oo — 之 (Ep — CH — CF) 0° 
一 (cr wer — Oe 四 一 山 . 
站; 中 的 测 地 靶 满 足 


do | 一 一 
EG)s (0 ea 


因为 沿 Po or 2 ) 0, 所 以 沿 此 曲 炉 也 成 站 


Co (9 ) Ge、 0 f de 
一 让 一 + 人 (和) 名 (和 伟 )=0， .0 
oo 
一 =0， 
”所 以 它 也 是 严 。 中 的 测 地 粮 , 这 样 就 证 明了 

定理 2 识 信 , 怡 具有 4g 个 独立 的 不 变 向 量 场 的 齐 性 
Riemann 宏 间 ， 则 存在 0" 的 gq 能 非 素性 的 公测 地 由 面 。， 
它们 以 平面 盐 总 为 自己 的 切 平面 素 

现 坊 吾 在 轧 ,。 中 为 实 不 可 和 绚 的 旋转 群 ,由 引 理 可 哆 , 厅 的 
交换 旋转 群 和 空间 户 ,的 构造 有 着 密切 的 联系 ,下 面 分 三 种 博 吏 
时 论 ， 

情形 工 五 无 非 平 凡 的 可 斤 旋 转 妊 2 


2 依 玉 的 炎 霖 ， Fg 上 的 两 部 近 点 的 距离 平方 也 为 9 全 目 亦 旦 的 正定 一 次 形 
式 , 因 此 Vs 为 Riemann 府 间 ; 因 了 术 也 有 测 炉 . 
“” 芒 和 4.6 可 见 ; 这 时 了 互 为 偶 耻 可 椅 ， 


dE 
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依据 引 理 及 4.6 的 讨论 就 可 郧 到 ,这 时 必须 有 
Or=0 而 Om = CE, 


gp | z 
Char 0 oP 00. (6.5.10) 
因此 
也 of 再 Cj， ， 
Do™=$ cfe[aor w+ or[ey”, wr] (06°11) 
+ exp Lo, toe]. 
髓 和 分 如 下 的 两 种 情形 ， 


情形 Ta) 所 有 cw 均 为 0。 这 时 由 (6.5.10) 式 可 见 ,@! 一 
点 wo' 一 0 分别 为 完全 可 积 ,发 必 合 的 初 积分 分 别 为 如 和 于 , 则 
由 $6.2 的 引 理 可 知 


1 SI) gry Cw) dot dort’, (6.5.12) 
人 8 一 六 CO = rp dp as” (8:5.18) 

种 为 只 依赖 于 ww 及 对 的 二 次 徽 分 形式 ,因此 安 间 的 粮 雪 为 
ds 一刀 (8:5.14) 


六 是 乘积 空间 . 由 人 :5.9 的 前 一 粗 式 子 可 网 ,Riemann 空间 ds? 
容 有 以 of 为 不 变形 式 的 单纯 可 迁 运动 群 GD, 由 后 一 硼 式 于 可 
愉 Bisemann 空 间 od82 容 有 以 wo，wr 为 永 变 形式 的 运动 铬 好 
G ”作用 在 ”一 礁 空 间 , 其 迷 向 群 朗 为 五 , 而 群 G, 分 解 为 G 
及 6 外 的 直 积 , Gi 一 GxG 吕 ,其 变换 的 有 限 方 程 为 
sg! (et, 人， 
Tg (gf, 0 , ee) 
反 过 米 也 谋 即 可 以 看 出 ， 如 已 知 -一 9 锥 的 李 群 及 一 迷 向 群 无 非 
个 几 的 艾 换 旋 芋 的 一 4 蕉 齐 性 Riemann 空间 ， 就 能 制作 出 属 
于 人 这 频 型 的 入 性 Riemann 定 间 : 


(6.5.15) 


全 疆 齐 尾 tiemann 泪 团 | 划 闪 羡 


情形 1b ew 不 至 为 0。 同样 可 见 ，ar=0 及 7" 一 0 分 别 
为 尘 全 可 积 . (6-5.12) 式 仍然 在 效 ， 且 以 ds? 为 米 素 的 齐 性 
Riemann 空间 容许 运 勒 群 G0 我 们 重新 写 出 司 :8.8) 式 为 

Ch6mn + Ouroh + ekrel, — och onck + okiok,, (6.5.16) 
如 在 (68:B:16) 式 中 人 必 衣 = 一 一 ?m9 二 1%'， 即 得 
ce 
王 W' 为 pr' 逢 作 和 ,利用 6% 关于 7"', Pr' 的 反 称 性 ,就 得 到 
Cdn = 0, (8:65-.17) 
因此 


Dlg = 序 Cop Ew, wo* 1 =0, 


”所 以 eve" 为 全 微分, 记 它 为 w, 期 可 选取 画 数 民 而 有 一 如， 
从 此 已 网 到 群 99 中 有 gg 一 4 蕉 的 正常 子 群 ， 在 运动 群 下 由 于 
wr, dn) = (2, dg), 
所 以 
tl= 人 0 二 (6.5-.18) 
册 . 分 
cf 一 BO” ， ‘(6.6b:19) 
将 它 代 入 (6.5.11) 式 中 ,利用 cw = dz， 即 得 
Da"“= 误 和 ee [oo”, "+ oh, [er”, ，《6.55.20) 


叉 仍 认 w=0 的 一 租 独 立 的 初 积分 鸭 8 二 ( 汤 们 好 是 
"二 0 的 初 积 分 ) ,由 536.2 的 引 理 知 
Go de de", 6.5.21) 
所 以 
Us” = 081 ded = de? ers? 
= gr {Ed dm + eM ep (we) dp as” (6.5.22) 
为 御 可 物 Riemann 室 间 ,因为 在 运动 群 作用 下 ， 


中 存量] 迷 向 娃 基 在 法 向 项 的 齐 性 Riemann 皇 疝 T85 
人， 一) 
所 以 
2 他， ut, TY) 一 时 (£0, YH, AW) ， (6.5.283) 
帮 可 局 Riemann 空间 qd 号 容 有 单 突 数 非 平 故 相 似 群 ,当中 =0 时 
我 们 还 见 莉 dss 容 有 可 迁 的 运动 群 
Tp Cw 0, 603, «2, 0 ), 
会 86.5 的 车 果 就 见 到 , 483 必 为 欧 直 定 间 的 区 索 ,因此 ,在 适当 
时 坐 标 下 ， 
de’— gu (wr Adv do + em{ dotl)2 4 (Cd) . (0.65.24) 
这 时 ,空间 的 运动 样 可 沪 成 
2 一 人 十 全 
06 一 gf 的 ) (p=2, ,9), (6:5.25) 
天 一 ee 于， 
其 中 (ap) 构 抱 旋 转 群 总. 
反 过 来 , 窗 易 昂 到 , 答 了 一 个 县 有 8 一 上 稚 正 管 抒 群 的 9 稚 
李 群 和 一 9 蕉 的 旋转 群 瑟 , 斌 能 制作 出 这 种 类 型 的 香 人 性 
Riemann 着 间 |， 
K .Yano 疝 苇 于 是 这 时 的 讨 给 的 一 个 很 特殊 的 傅 沈 ,事实 
上 , 当 n 宇 83 有 又 9g=1, 右 福 记 ,1 .上 为 全 站 交 群 (因此 字 没 有 
本 凡 的 交 折 施 业 ) ,情形 1 9) 的 坟 素 95.14) 化 为 
= (0xt 3 day, (B.5.26)} 
式 中 083 是 应 中 2" 标的 面 率 容 加 举 素 ， 人 情形 工 蕊 中 
的 苍 素 (和 .后 .24) pp 为 
da (dr) ee (A) dp, {6.65.27) 
它 本 身 也 是 加 党 曲 这 空 间 的 粹 亲 . 这 人 恒 是 上 ,Yano 的 车 和 东 ， 
这 辆 果 巡 问 8 各 .6 的 精 果 也 包 仿 出 .人 nrita 的 研究 作为 尾 殊 
情形 . 


上 rt 
. 
- 


186 并 性 了 ieIman 给 陪 [第 坟 章 


人 -各 迷 而 群 且 示 变 疝 量 的 齐 性 Riemann 室 闻 ( 靖 ) 


更 凡人 较为 复 箔 的 情形 2: 妃 的 变换 族 悉 为 昔 参 迷 的 ,此 时 
如 为 复 可 和 煌 , 实 不 可 和 狗 的 旋 粮 群 , 但 不 为 丁 辛 群 或 其 子 妖 的 实 


形态 。 
南 人 2.8 的 定理 可 知 , 这 时 选取 适当 的 基 可 售 
Of = (On) 05], (6.6-1) 
Cr = (O07) — CyB + Dyn), (8.6.2) 
子 此 为 方 隆 0 车 
( 再 1 外 ,又 
Br = (Ppp) = bp). ‘6.6.3) 
. (#8: 昌 : 几 式 为 
， 1 ， ， ， ,tm 
Do 一 二 04ir[oof ov] +o SY or,wrtw, 
pe 1+1 
Dor = 3 ofoy ae 了 二 or[aor， wf" (6.6-4) 
Fp Lo", w+, ar] 
再 粗 分 为 下 列 情 形 夺 论 . 


情形 2a) 加 ef 一 0，6er 一 0。 这 肝 一 切 的 计 褒 几乎 和 情 洪 
1 学 金 一 样 ,所 不 同 的 只 是 可 能 发 生 5, 天 0, 但 利用 56%, 美 子 几 "， 
和 的 反 称 性 仍然 得 出 空间 线 素 的 可 分 性 : 

0 = ds1 + A823, (6 .8.5) 
但 此 时 群 Gi 不 一 定 分 解 为 志 积 , 人 也 未 必 为 完全 运动 群 . 

情形 2b) 设 of=0, 但 er 不 全 为 0 

在 个 :5.1T6) 式 中 会 下 一 如 1 下 一 站 1 二 Vm 二 mn',, 即 得 

Ga 一 全 ro 一 一 人 


生 %" 为 及 ', 振作 和 ,得 
Crem — 0, (6.6.6) 


”严格 地 导 素 , 虚 为 千 相 似 于 西装 群 或 其 子 群 的 实 形 态 ， 
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如 交情 形 二 妃 一 样 , 知 eem' 为 全 微分 选 汤 为 0, 选 当 使 
1 = qn, (6.6.7) 
我 们 可 阅 样 地 得 出 空间 将 案 : 
da — gor (ov ) da dep! + em { (de) 2 .+ (do") 2} (6.6.8) 
罕 问 必 容 计 形 状 为 
lt+e', 
xz? = pr (mt, 01 ， (6.6.9) 
tr 一 ef Got 十 的 
的 运动 群 . 
稿 形 3c) 藤 有 所 有 一 0, 但 0 不 全 为 人 0, 
屋 (49) 为 直 变 阵 (元素 为 常数 ) , 且 满 足 他 of 一 ci , 作 变 换 
0 一 4yif 仍 认为 wr 则 人 :6 入 式 可 改写 为 
Do 一 可 chlo ov] +o Dor, orm]， 
Do 一 豆 ojefof o] (P=2,., 9), (6.6.10) 


re 1 二 Fr 中 下 Fp 有 
0 一 豆 Cyrer Eo 加 A 


十 Gypp[ef ,cr], 
ww" 一 间 仍 为 完全 可 积 ， 由 于 好 ww， efrp 关于 如 ,六 的 反 称 性 ， 
: det— Ty) (6.6-11) 
为 一 Riemann 苯 素 , 它 的 迷 向 群 是 由 (ch,)，(08m) 所 生成 的 ， 
此 外 , (cpp) 一 Cd 与 (go); (Dim) 一 Bw 可 交换 ,所 以 (chy) 为 de83 


的 迷 向 群 下 的 不 变 张 量 , 因此 下 86.3 的 引 理 的 入 可 知 
Qe Eo, cor tn] (6.6.12) . 


悍 和 完全 可 积 的 Pfa 企 方程 得 wf 一 0 的 独立 积分 对 ww 及 其 微分 
有 湛 . 趟 但 如 此 ,我们 还 可 永明 
0 该 相 当 于 适当 地 选取 可 穿 酝 标 形 族 的 基 ， 


1 = 由 
I 


] 章 性 Rismann 竺 位 f 东 上 齐 
Da=0, (B-6.183) 
为 此 , 在 个 :5.16) 式 中 慢 了 = 训 ,2 一 一 274 六 二 "我 们 有 
他 入 站 和 一 ee dT Chr tin — 0 
对 辕 定 的 mr 和 下 ，ppw 和 egw 成 比例 ， 所 以 这 式 子 的 前 面 两 项 
浓 去 ,因此 就 得 到 
Gpdiia 一个， 


因 exw 不 全 为 0， 坪 竹 


PT 一心 ， (8:6.14) 
将 (6.6.10) 的 第 一 式 防 边 寻 微分 一 次, 就 得 到 
万 位 ch [ot ol _ po. (6.6.15) 


但 是 考生 到 Crm = 0, 
1 t 站 k" , 1 tt Lr + 
0 去 Gel es 了 Ce 1| = 可 Ors Ee , Cp ， oy 


(PW, 3 8) Y=2, ,9), 
(8.6.15) 的 左边 是 ?一 0 的 锅 立 初 积分 如 的 三 次 寻 微 分 形 
忒 ,而 D9 孝 是 变量 巡 的 外 形式 ,所 以 只 好 两 边 为 0, 这 就 证明 
了 (6.6-13) 式 , 因此 存在 Pfaff 式 wu, 使 9 一 Dw， 妈 因 (cjy) 的 
牧 关 mm 一 9, 依 $2.9 定理 的 推 座 知 道 , 必 可 选 到 nn 一 g 个 独立 亚 
其 2 ,使 上 =Dow,- 有 日 
w= Fc" wn mdet). 


因此 还 可 号 9 为 
0 一 dp 0 (sy dw) 十 于 人 (6.8.18) 
如 分 
odrito (wg, de'), (6.6.17) 


期 出 (6.6:10) 和 (6-6.14) 可 知 ， 
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Dewl— 于 Dnt [cns, cot] 
~ (6.6.18) 
一 I Dts Ee pF cr l 


因此 , oo 是 一 个 3 一 工程 李 群 的 独立 不 蛮 形 式 棚 ,此 外 ， 
or， 0 oO 也 构成 一 个 群 妈 G 的 不 变形 式 粗 , 群 Gd 并 有 一 - 
个 出 ?= 二 0 所定 儿 的 单 套 数 正 常 于 群 , 妈 因 ctw 一 0, 知道 全 中 所 
对 应 的 李 代 数 基 下 4 之 同 看 在 着 关 条 
[1 和 1 =0, 
所 习 这 一 单 参 数 子 和 群 ?一 0 属于 群 FD 的 中 核 ， 因此 群 全 吕 的 
中 楼 至 步 汶 一 稚 的 ,这 时 空间 六, 的 检 素 可 写 为 
ds 一 {dri + Orme, dre?) 十 计 人 cd Ye | 
+ ds7 + A832, (6-6.19) 
式 中 、 
G8 Dn)s ~ gu (or) drdet (6.6.20) 
是 以 a9 为 独立 不 变形 式 梁 的 李 群 作为 单 和 纯 可 寺 运 动 烙 的 9 一 1 
稚 Riemann 窑 间 , 而 98 的 性 质 前 面 已 经 叙述 过 了 、. 
为 了 找 出 运动 群 的 有 限 方 程 ,由 于 (ef 为 03 的 迷 向 群 下 
上 ] 未 变 张 量 , 仿 照 $6:2 定 理工 的 就 明 , 可 知 @ 的 运动 群 
2 一 (of"，ep， er) (6.6.21) 
会 使 外 形式 总 保持 未 变 , 故 有 
DD 性 各 (am 人 一 和 nd) | 


= 月 二 (wor tm wim) 上 
于 


利用 Foincare 定理 的 首 定 理 可 知 :存在 丽 数 由 (wt ,ef ef ,co)， 
使 得 


190 齐 性 Riemann 民间 [种 六 瘟 


-去 AGErm tm) 十 5 Seedzrtm wl ) 
下 4 


dw (oi, et”, of, 07). (B-.6.22) 
因 交 六 ; 的 运动 群 滴 足 
OR, LU, OF) = op, W, U2), 
所 以 GF 的 方程 必 具 形状 
tll ple, 67) Tw, ef , 0!, 0°), 
Er?— pr (gs, 0:), (6.6.23) 


一 人 人) 
而 群 人 GD 的 有 限 方程 为 
= 67), 
Ze -= pr (gw, 6). 

前 面 我 们 已 鲍 看 至， 非 素 性 曲面 Fen 为 谷 测 地 惠 面 ， 由 
(6.6.4) 可 进一步 知道 9 中 为 Vo 的 运动 群 . 如 同 证 明 六 为 公 
测 地 曲面 一 样 ,可 证 得 晤 粹 oz 一 0, wo”=0( 朗 2 曲 粮 ) 为 运动 群 
的 非 素性 集 , 且 为 测 地 糖 , 又 从 群 的 有 限 方 程 中 可 四 到 , 2 申 久 
同时 也 是 运动 群 的 道路 . 此 外 ,由 于 ow* 一 0 不 完全 可 积 ,所 以 平 


(8.6.24) 


。。” 面 声 轧 . 是 非 和 乐 的 . 


反 过 来 ,如 答 了 一 个 中 核 至 少 为 奔 稚 的 9 稚 李 群 BG ,以 及 
一 个 % 一 g 雁 济 性 Riemann 空间 了 区 的 迷 辣 群 为 复 机 和 槐 , 实 
永 可 简 , 就 可 制作 出 这 一 类 型 的 齐 性 Riemann 容 间 ,这 是 国 为， 
在 所 丙 的 条 件 下 ，Go 的 Maurer-Qartan 方程 可 取 为 (6.6.18) 
的 形状 .由 此 可 岂 , De! 是 w? 二 0 的 初 积 分 x 的 二 次 外 微分 形 
式 , 国 而 可 妓 wt 为 

0 一 0 十 of ro ， 
及 由 玉 w-o 的 性 质 可 知 , 存 在 Pa 人 症 式 wo, w*, 使 
bPe 的 方程 为 x 二 潍 数 ， 


1 ww 
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人 1 rs Tr 膨 一 了 本 
Da 一 本 Cokr Es ) cr ] 十 人 [os oa 》 


且 存 在 (by 一 po ， 与 (erp) 可 交换 。 因 此 ,车 全 
一人 二 三 vde tm md ) 
为 和 一 0 的 适当 的 初 积分 )， 那 末 就 成 立 6:6.10) 式 . 这 


桩 ,加 能 多 定 出 这 一 类 型 的 齐 性 Riemann 空间 ， 
下 面 的 三 共和 齐 性 Riemann 空间 就 是 一 个 例子 : 


ds 一 ds 

dm Ta 
Eee 可 
1 ， 起 中 的 第 二 项 为 党 曲率 焰 索 , 选取 适当 坐标 后 第 一 项 中 的 


way 一 Ya 
了 可 化 为 dt tt ; 他 . _ 
17 C29) 于 化 为" 各 “9 的 形式 ,这 便 是 粮 素 (0.0 19) 


的 和 尾 殊 情 形 , 粮 素 16.6.2 站 ) 的 导 来 可 见 86.9 
情形 2d) 六，op 区 不 全 为 需 。 
和 和 前面 一 样 , 可 避 选 取 适 当 和 的 wt, 全 


2 中 一 豆 oe Ls, OF +e 2 Lo, ot", 
1 


Do = cow [ef ,cow ， (6.6.26) 


EP 1 1 tr 里 re 
ay a Cj [on 4 A ] 十 上 上 co cy | 


7 
二 Be rr yr fr Hh p 
Sir [oo 0 ] 十 epoEo 的 ] 


在 (6:5.16) 式 中 全 天 一 工 mm% 一 2%'， 了 一 三 ,有 二 WN' 我 们 得 到 


1 
dO hurllm = 0, 


(K =—const), (8.6.26). 


4 
Td 
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BD 
Ol — 2 , (6:6.27) 
特别 有 
oi=0. (6.6.28) 
再 在 舍 .5.16)? 式 中 司 天 一 六 玫 二 人 一 站 无 一 下， 印 得 
co 一 0 (6.6.29) 


变 在 {6:516) 式 中 全 下 一 1 mm 一 1 1=8, 玉 二 1 利用 = 


后 邵 得 
CoD = (6.6.80) 


因而 办 Wepw?) 一 0， 如 训 
Cptoz — Ff (ww 本 343) ， 
此 处 类 为 一 0 的 独立 宦 积分 系 , 草 可 改写 (6.6.26) 为 
Dor 一 2Foa， 站 十 到 中 [ao wf +o Do ortn]， 
1 


] 


.ao 一人 oh es, crt], (6.6.81) 
Do ~ Ci Lo! , oF T+ Lo, dF Bh Los, eo] 
+ erp be, erl; 
[a OO =e /ot {66.6.892) 
如 同 司 形 1b) 一 样 ,可 知 
之 (oo eS ( ) —e Moss, (6.6.88) 


式 中 83 为 欧 氏 米 素 , 其 运动 群 由 方程 "(27 ,zr ,dz 一 wp”, 
sz) 定义 .选取 x 为 和 上 下 儿 坐 标 ,并 参照 $6.23 的 两 个 注 ， 
可 齿 

oO" andyi", (6B.6.84) 
大 且 (&x) 为 迷 向 群 的 一 般 元 素 ， 注 稚 到 迷 向 群 和 方 阵 了 可 迹 
换 , 双 对 ww" 添上 适当 展 数 就 得 出 
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evo, om 一 人 (8.6:35) 
1 1 


因此 得 
0 一 Dro, "le Dfde', oo， (6.6.36) 
可 人 午 
1 — 0-6t, (6.6.37) 
有 
Da ~ i 人 cs ， co | 十 党 开 人 人 ， dr mi] 
琴 过 外 徽 分 一 次 后 可 知 


D | [co eo 1)- O00, 
所 岛 存在 Pfa 在 式 ww ds*), 企 
l= 8 {dwt + ow, dns ) 十 可 ora 一 arrdoD 上 


(6.6.88) 
如 再 仿 
oe {do( gp, do)}, (6:8.39) 
那 末 
Da =2[0, df + 于 号 [op oo， 
(6.6.40) 


Dor 一 于 吧 [os cool 


可 见 ol,oe 榈 成 一 个 Y 稚 李 群 Ge 的 全 系 永 变 式 , 卫 由 也 (fena7)] 
一 0 知道 它 合 有 一 个 9 一 1 条 正常 子 群 (方程 为 且 二 Cpeo? 一 0) ,而 
这 个 于 常 闻 样 双 有 单 套 数 了 于 入 0 局 于 寂 的 中 核 ， 因 而 这 个 
正常 子 群 的 中 核 至 少 是 一 礁 的 ， 
猎 过 室 闻 的 坐标 变换 ,不 姑 合 了 为 客 ， 容 间 的 入江 可 写 为 
ds dot ow do) + Heder wide) 


+ de te (dasgt1)23 十 .十 (dan 村 (6.6.41) 


全 是 
= 
人 | 
= = 1 “+ 3 中 
Pp 一 
本 
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此 处 
de = (602)2 .0 (0)3= gu (wr) do dv: (6.6.42) 
为 一 个 容许 单纯 可 迁 运动 群 的 9 一 工 蕉 Riemann 空间 的 粹 素 ， 
此 群 即 由 未 变 式 有 委 az2 所 稍 定 . 
为 了 号 出 运动 群 的 有 限 方程 , 同 博 形 2 o) 一 样 , 失 方程 


wm, HE, rR) = tly, W, dp) 


view gor, on) oler, oo", ol, er), 
£00262, 

zr gr (gn, or) (p=8, ,9), (6.6.43) 
Te (qh -es ， * 


此 外 图 数 灿 (wf ,0 69,0?) 满足 
dy = or (widw tm pit+med 2 
— S(T de tm mde) (8.6.44) 
而 其 中 心志 是 总 与 它 的 变换 旋转 群 或 其 子 群 的 直 积 ,而 
Per ym, en) 十 Cd 


£2 = 2 64, (6.6.45) 
zr gr (on or) (p'—8, *, g) 
是 Go: 的 有 限 古 程 , 此 于 
= 
为 GO 的 正常 子 群 ,而 


Pp 0 一 4 
是 这 个 正常 子 群 中 的 一 个 单 玲 数 群 , 宅 属于 中 核 . 
同样 可 以 看 到 Go 为 这 些 VV 的 运动 群 ,而 曲 粹 ao =0， 
sn 一 0 部 过 曲线) 是非 素 性 集 ,， 且 为 运 吉 群 的 道路 . 
反 过 来 , 如 已 输 了 一 个 2(>1) 稚 李 群 , 它 具 有 中 核 不 低 于 
一 各 的 一 个 g 一 工具 正常 子 群 , 则 可 应 选取 第 二 类 不 变形 式 , 使 


中 


oT] 速 向 和 群 其 不 变 向 其 的 齐 性 Risemaam 人 替 问 (再 连 ) i196 
得 
peo 时 af 3 


De —2f6, Af] + -3ch [or, oq]， (6.6:46) 
了 | ] 时 t 
Wy 名 cite 2» 届 ] 


所 以 就 能 制作 出 这 一 类 型 的 齐 福 Riemanm 空间 ， 
我 们 闭 守 区 索 为 | 


3 一 {faa 十 i 人 过 十 mar 十 村 L (gdGa5 5 上 年 一 竺 《本 昌 十 - 必 革 》 


+ (dw 3 rdzsy3 十 村 [ de) 2 85] 6.6.47) 
的 Fs 作为 例子 ,不 难 驹 证, 它 和 窜 有 运动 群 
0 一 扩 二 0， 4Y3 一 028 十 63， 
Tie tN (opt — Bw) 604, 
Do Oo) (Bw + aw) + 6s, (6.6.48) 
Xl eM tog {—1 十 ge tae) Ja? a 3 


可 (oRB—ooa) wt (mepB) es}+ oe, 


此 处 (名) 为 直 交 障 , 而 群 GeD 为 
Birtodptt (— 1 overte) weps rt et— es— ca?, 
Ee . (6.6.49) 
Tw 二. 
此 时 Vs 的 迷 向 群 有 3 个 独立 不 变 向 量 (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1， 
0, 0, 0) ，(0, 0, 1, 0, 0), 而 在 ,a( 邹 瑟 ;) 在 面 上 的 迷 向 群 为 
一 礁 旋 粕 群 


$ 6G.7 述 向 群 具 不 变 园 旦 的 齐 性 了 Riemann 空间 (和 入 ) 
我 们 上 再 考察 更 为 复杂 的 博 形 . 


196 齐 牧 Riamann 空间 「 种 去 登 
情形 3 五 的 交换 旋转 为 三 参数 的 ， 妇 总 为 复 可 物 ， 实 不 
可 物 , 相 伺 于 西 辛 群 或 夏子 群 的 实 形 态 . 
把 (4 .64 到 六 


T= , Ts=(7 1 3 Ts=( 7). (6:7.1) f 
这 有时 成 开 i1 了 一 J 了 sg，Ja1s 二 五 ， Taf 一 了 恢 打 节 的 引 理 知 
Of 一 (Oyeir) —01 i110 Iso ITs, (8.7.2) 


Ovw= Om) 一 Co 下 十 下 了 了 ， (p=1, 2,3), {6.7.8) 
妈 表 
Br (Bh) 一 本, (6.7 .全 
如 再 用 2" 来 记 对 应 于 万 的 一 欢 外 微分 形式 , 则 有 
Dar 于 oj 和 [of wr] +o Or (p=—1, 2, 8), 


Dor Ci [Loo , oo ] + om Ew , co (6.7°B) / 


+ Bim Le , or | +e Le , cord, 
这 了 时 可 分 下 出 园 种 司 北 : 
情形 38): 所 有 0b 一 0: 
情形 3b): 所 有 crt 成 出 例 ; 
悄 形 86): 所 有 e587 中 有 岗 个 独立 ; 
艇 形 3d: 所 有 eg 中 有 三 个 独立 ， 
下 面 分 别 对 各 种 情形 进行 着 寄 ， 
情形 34) 所 有 忆 一 0， 这 时 的 时 论 基 本 上 和 情形 工 相同 ， 
可 得 到 可 分 或 秆 可 分 均 黎 素 . F 
精 形 3Dp) 所 有 上 2 成 比例 ， 
在 (6.5.16) 式 中 全 = 及 ,rw 一 m1 了 = 各, 天 一 太朗 得 
2 十 六 re 一 age 十 Oletoor0 6.7.06) 


仁 k'=2, "yy 则 有 


bo] 
| 
人 
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Co 一 日 人 一人， 9), KG 
肥 征 避 : 且 中 器 天 一 革 成 全 
Dem be tt PmCione — Dhondt t Chrrdln = 0, (CB.7:8) 
击 玉 好 太 ' 可 交换 的 矩阵 在 适当 共 下 总 可 化 鸭 A 型 ,本 不 姑 坑 
(Cran) = hI1, (6.7:9) 
于 是 可 改 号 .下 述 方 程 为 矩 陵 形式 
dowd tt To Td) — lmdi—0. (B77 .10) 
由 了 之 了 癌 的 梯 法 规律 可知 左 边 五 的 系数 为 20w 一 吕 w， 所 以 
Bem — el = 人 0, (6.7.:11) 
(8677) (6-71 和 (6:6:29)，(6.6.27) 完 全 相同 ,因此 ,可 以 
和 情形 2 相似 地 进行 讨论 ,其 辕 果 也 种 情形 2 桶 同 . : 
情形 3 9) 所 有 cer? 中 有 两 个 独立 的 ， 册 于 这 情形 的 讨论 


可 作为 下 面 的 情形 3) 的 类 侦 杂 处 理 , 我 们 永 脱 和 号 出 它 的 过 


程 ,只 是 在 讨论 了 了 情形 3 03) 后 再 来 指出 应 有 的 车 果 .， 

情形 3d) 所 oi? 中 存 三 个 独立 . 

因为 万 妇 标 形 的 基 作 变换 时 , w*” 和 cr? 也 受到 相应 的 友人 性 
变换 , 把 op 向 为 再 81,，…, eq 所 成 的 子 空 间 上 的 向 量 坐 标 , 屠 未 
这 些 辣 斌 是 在 一 个 号 蕉 平面 上 ,可 选取 基 , 使 sj, ss, 53 在 这 3 共 
年 面 上 上 人 《 梁 必 为 直 变 ), ea …， 6 在 它 的 直 变 补 上 ，es，…, 所 为 
单 伍 阿 量 ,相互 直 变 ,于 是 Uarlan-Maurer 形 程 化 为 


Deor — 3 cplLe?”, ot (p, s, ti—1, 2, 3), 
] rt | 1 
下 一 可 sp 了 co | (&, 已， 二 千 ， ”了 9 ， (G.7:12) 


rr 1 1 a re a rr 
De 一 Civpn EA 3 eur | 十 Co oo a co | 


+ byes, ca”] 十 全 [oo , 62rd. 
则 生 : 601 一 9a， 于 洒 空间 的 惫 素 就 是 


全 是 
” 人 
ar er- 
本 


| ee 1 了 
人 "aF 
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de = Joc (0 ) I 0")’, (G6:7 :13) 
于 此 (gon) 为 正定 对 称 短 人 耳 , 元 过 为 常数 . 
在 (6:5-16) 式 中 倒 一 8, 了 一 太 ,， mm 一 90; 胡 二 如 '， 我 们 得 到 
bir — Dh = Orar (Om — DF Cm) , [6.7.14) 
改写 戌 乌 随 形式 ,得 
-BTplet Ts T= > Te 一 233ow)。 (6.7-14') 
上 骨 租 分 为 两 种 情形 来 对 论 . 
情形 3qz) 所 有 的 cw 一 0. 
在 (67:14) 式 的 厂 达 实际 上 不 包含 天 ,所 以 得 
w=0 (8 一 在 
再 在 (6.7.14) 中 含 3 一 1, 利用 Ts 一 五 就 得 
0 一 一 2 
同 理 有 
Ci — 2 , 
所 以 
Cin Camr CO— 0, 
这 样 一 般 地 可 以 得 到 
0 十 com 一 0 (6-7.165) 
又 在 ‘8:16) 式 中 分 二 4， 了 一 7 二 2 页 一 天 ”得 
: CpmDhre = 0 


因 为 (ein ( 攻 一 上，3， 引 1) 为 独立 的 , 喜 有 


cpm 一 必 ， (‘6.7.16) 
因而 
De 一 于 cule, w+tor [ew’, cw"] 
二 村 0 Lo”, c 十 4 ， (6.7. 17) 


1 
De a—— or [os 09] 


2 


$f 迷 向 群 具 不 变 向 量 的 齐 性 Fiemann 定 间 ( 尘 箱 ) 和 


为 确定 Bo, 在 (6-5.16) 式 中 合 =p, Y= mp, 而 一 总， 
再 利用 号 ==00% 不 作 和 和 ) 后 即 可 得 到 
Pie sOPne — 下 fp 一 二 UN 诗作 和 和 ) ; 


妇 
LB,, { ,| 一 忆 . 


设 六 一 G1 十 51Js 十 C1Ts， 出 由 
EaB, Tl =i[Ts, Te [ls, Ti1 = —20, Ts 26 7s—0, 
所 应 撕 一 0 一 0， 因此 六 二 了， 一 般 成 立 
By 二 qolp (YP 国定 ,不 作 和 )， ‘G7.18) 
再 在 (6'5:16} 式 中 分 证 一 Dp, 1 一 V7， m 一 9, 让 一 1! 得 


Croobret Cine Oho — OO, 


此 即 
95 Toss Sob TL, (6-7.18") 
利用 1, Ta, Ts 的 汪 法 关 和 又 ,从 此 就 得 到 
站 1 二 寻 # 二 下 和 一 — 节 C83, (6:7-.18") 
Ci = 01 一 0 一 人 3 一 全 1 >= C83 = 0, 
所 以 让 妨 氟 
一 人 (67 .19) 
再 分 二 种 情形 计 论 ， 
(1) a¥0. 
这 时 六 各 一 此 了 旭 改 各 tr 二 bp 沟 oz， 则 可 导出 
bi —0, : [6.7 20+ 


如 在 (6.5.46) 趟 中 合 p—b", 1 一 了 m 一 m7, 为 二 和 1， 即 得 
CnrroBiar = — Ohmbirs dd CO bi Di by 

因为 fo 和 (9 半 ) 不 相交 换 , 所 以 了 不 属于 五 的 线性 李 代 

数 , 因 而 也 不 能 用 (ep 入 性 表 出 ,所 以 有 


[1 
Oe 
he i 


“ ' bb 本 , - no 
= 加 pu 加 Ll 本 - 
et 


= 、 二 ET 
| 


7 = 
三 


- D 
由 
mm % 
[nh re » -Tr 
a A 1 
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Fw = 人 0 (6-.7.21) 
再 对 Dor 一 地 pw [7 六] 十 村 pTwo*，69] 十 SoTL，e] 外 
氢 分 一 次 ,并 利用 (6-7-21), 让 序 虹 到 
cis =0, ,=—0, 
所 以 我 们 有 
1 


有 0 一 二 certos, wt +27, 


(6.7.22) 


pp 1 局 tr Fr Hh a 
A 一 可 Crpr] oo s co | 十 上 room 3 cr 


二 ojrp[o 六 ，oo] 。 
可 网 究 间 的 欧 素 为 

He = gp tof + Co’) sk (6.7.28) 
式 中 gy 为 常数 , 且 构成 一 个 9 阶 的 正定 对 称 隧 ， ds1 一 (0)3 
为 一 个 ”一 4 炊 的 议 性 Riemann 空间 ， 它 的 迷 向 群 为 玉 , 的 迷 
向 群 与 其 变换 旋转 群 的 直 积 ， 相 反 地 ,如 果 答 了 这 样 的 % 一 v 灯 
的 齐 性 Riemann 空间 ,也 就 忆 添 二 一 个 群 空间 而 构成 满足 方程 
(6.¥.22) 的 Plaif 式 茸 和 吉 索 (68.:7.23). 


(i 如一 站 
这 时 
bry—0, oo=—0 (6.7.:24) 
与 情形 外 一 样 得 到 
ob bl = bi bh Bf bE (6.7.25) 
利用 (6.7.24) 和 (6-7.25) ,容易 见 到 上 方 程 租 
da = — blade (6.7.26) 


为 元 全 可 积 ， 仿 发 gjr(w) 为 此 方程 租 兆 足 初 让 条 件 


电 
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Gi (p= 


的 解 ， 于 此 代为 w" 一 0 的 初 积分 , 因 imo 关于 ,8 反 称 ， 故 


(er) 为 正 变 阵 ， 
合 
ci — oi”, 
代 天 Do 的 表示 式 后 , 则 有 


1 


tis Hoar" 一 ry Cs nt ei [ev 3 co | 


ov a’ Lar’, wr]. 
由 此 可 昂 ww 的 特征 采 航 为 
一 0 ({ 即 @”=0) 及 or 一 0， 
所 以 可 用 zw dw 表 出 ,而 对 是 ww 一 0 的 独立 的 初 积 
分 ; 哉 对 前 式 仿 汇 = 二 6, 剧 有 
Dor=—5 frm [a we Fes, [本 wr], (6:7.27) 
成 叱 可 哟 
ds: 一 (Cet. Cn) 3 -= (Cota 十 【con 
gp (er ) dar dot”, (6.7.28) 
而 ds3 穿 放 一 运动 群 , 宪 可 由 方程 
Gr (Dr, Ue, Ao) rg, te, dst”) (6.7.29) 
确定 ， 及 因 (eky) 在 述 向 群 ( 妇 吾 ) 下 不 传 , 在 此 运动 群 下 , 外 徽 
妥 形 式 
11 一 地 opr[o”, B21" (p=1,2,8) (6.7.30) 
保持 不 变 , 依 36.3 的 论述 可 知 , JT? 仅 与 w*, dw* 有 有 关 ， 
及 在 (6:B:1 外 二 中 合 一 p, =a, 一 8, 及 = 二 总 ;利用 拘 一 避 ， 
9 可 以 钼 进 运 算 攻 果 只 we 为 群 (o) 的 不 变 攻 景 ,从 而 也 可 得 出 地 江 ， 


i 


3203 让 性 上 Riemann 灾 贿 [第 点 章 


朗 得 到 

Cho 一 (cn 一 (085 — 0, 

利用 此 式 可 内 证 

C= — Cm (6.7.31) 
完全 可 积 . 设 9? (60) 为 满足 初始 条 件 好 (eg) 一 中 的 解 , 可 证 明 
下 疯 恒 等 式 成 立 : 

人 vt 一 5 一 站 (B:7.82) 
事实 上 , 将 (6.7.82) 左 边 微分 一 次 后 利用 oj%, g? 所 满足 的 微分 
方程 及 尖 胰 式 人 6.7.14) 可 知 微分 的 精 果 是 人 (6.7.392) 的 左边 的 入 
性 楼 合 , 但 当 闻 一 赔 时 (6.7.82) 式 成 立 , 因此 (6.7.3 分 成 立 , 所 
1 

De? = Cr, [ew , co" + 元 op Fo, cet prH 


尺 填 z 
?oo— pis, (6.7:38) 
那 末 


Da ~ 3 caf fo, ww +I, (6.7.84) 


其 中 为 (gp 的 泛音 中 的 元 案 东边 外 微分 后 , 利用 J? 习 与 
of， de 有关, 去 唱 入 [0 wo 所 仅 与 or, dw 有关， 可知 二 者 的 
外 微分 均 为 0, 故 可 时 


5 ci pi [os, we = Dor (w, dw") (6.7-35) 
了 一 
所 以 z 
wo— gp") {dv' + Or Ce, das) + oat”, dw")}, (6.7.86) 
再 分 


Ee 


§ 6,7] 玉 向 群 内 不 变 向 量 的 章 性 Riemann 空间 (再 粮 ) . 203 
Bd? pe gr) {dg tO (rr, ceo， (6-7.37) 
那 未 


DA? og LA, ae] +3 [eo, 0 


(6738) 
Da? — -08 [ow , cur], 


因此 它们 构成 了 g 稚 李 群 Go 的 不 变形 式 ， 从 (6-7.88) 看 出 : 
1°”G 中 合 有 一 个 8 类 正常 子 群 NN;: wr 一 0 
9° NW 为 Abel 群 ， 
8°”G 的 灵性 促 随 群 在 和 WV 中 话 导 出 一 个 李 代 数 共 为 (o&) 
的 禄 性 群 二， 其 元 素 (925 满足 dp? 一 一 hgiw*， 由 于 斧 关 于 


2, 8 的 反 称 性 , K 是 旋转 群 . 
总 之 ;在 这 种 情形 下 ,空间 黎 认 为 
da? — pacor cd | oar -| cas, (68-7.89) 
.其 中 
" dsr = De) (6.7.40) 


为 容 有 以 w' 为 不 变形 式 的 童 和 炖 可 迁 运动 群 的 9 一 3 和 礁 Riemann 
空间 ,而 
dT (6.7:41) 


为 为 一 蕉 Riemann 空间 , 宅 容 有 运动 群 好 :of fo ,dz1")】 - 


一 0 (wf W081) ,这 变换 群 还 能 使 三 个 外 微分 形式 I? 不 变 ， 
如 特命 吕 扩大 为 各 名 (wr 一 gw6 即 为 其 于 群 GY): 
oO" {2, UU, dF) = wr (4, 4, AT), (8.7.42) 
显然 定 仍 为 ds 的 运动 群 ,而 此 时 由 
Cosh rn = DIO ine, 
可 网 ,在 好 2 的 作用 下 有 
(一 (To 


四 
"I 7 ”= ”- 
- 是 a" I Eb , Pp ”了 
四 -本 人 ml Mr 二 中. TY i 


m4 齐 性 Rismann 守 了 间 [第 坟 基 


及 因 Hs 三 me, 品 死 关 , 所 以 
pg 一 (em co， (6.7.48) 
此 处 
bE) = pF (8°) pe (eo) 
由 二 《gp 是 击 李 代 数 (ch) 所 生成 的 , 故 属 于 旋 炉 群 及， 因而 
(下 杰 属于 攻 中 , 所 忆 在 侣 久 的 作用 下 , 这 三 个 外 微分 形式 受 
到 下 的 作用 . 
为 了 扇 定 群 的 有 限 方 程 , 只 须 考 疗 @'(zx, x) 一 ww， 色 ， 
dw)， 轩 为 
/ 一 
所 以 四 
一 一 他 
改 存 在 硬 数 要 人 6" 0?, 0c"), 使 
dwr = hpot (gw, dem) 一 om， 


这 样 就 得 到 类 的 有 限 方程 的 形状 为 
一 的 于 十 
WI Pm, 0), (8.7.44) 
Tp (gi , 6, C1 , 67), 
而 Go 的 有 限 廊 程 为 
入 bE a a 
3 
肥 
tT pi (pi, 69, 1", C7) (6:7-468) 
是 G9 的 方程 . 


我 们 容易 看 到 ,G 人 表现 为 非 素 性 昌 面 六 的 运动 群 . 此 外 ， 
由 于 cpp 一 000 一 Cpp 一 叶 p 二 6% 一 0 二 0 ,可知 兴 间 容 有 oo"3 个 二 


厅 非 素性 曲面 : 


“wf - 


i ~" 
这- 
~ ] 
总 re 
人 


开 ，- 
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oO =0, DO 
而 且 它 们 均 为 测 珊 的 ， 另 一 方面 ,由 于 在 ”一 0, w*=0 上 
Dw? = 
因而 这 些 公测 珊 曲 面具 有 欧 氏 禾 素 . 

反 过 来 ， 如 果 已 区 了 一 个 有 具 有. 上述 人 性质 1", 2°, 8° 的 9 条 
李 群 GD, 并 且 已 知 一 个 ng 条 齐 件 Riemann 空间 六。 已 
的 过 向 群 为 得 可 简 , 实 不 可 午 ， 昌 其 交 扒 旋 灶 为 3 套数 的 , 玉 ,_。 
的 运动 群 记 为 和 央 好 2 论 使 三 个 二 次 让 微分 形式 不 变 , 及 
,9g 还 可 容 有 运动 群 晶 中 二 GD 《他 可 以 合 于 他 2 而 使 这 三 个 
外 形式 按 一 旋 赎 群 天 而 变化 ,我 们 就 让 参照 上 面 的 时 座 作 出 这 
一 类 型 的 齐 性 Riemann 空间 、 

和 情形 3ds) sw 不 全 为 0. 

岂 (6-7.14) 式 知道 ， 


Cb — Ql = — (6% — OB es), (6.7.47) 
所 以 
On — Co = CB = Dowm, (6.7.48) 
Cr 一 一 人 (6.7.49) 
才 此 大 可 推 得 | | 
ce=0, eh,=00, (6-7:50) 
, 所 以 和 情形 8 员 ) 一 样 地 可 诈 z 
Bo=aly. 


无 证 这 里 的 4 必须 为 0 如 假发 4 关 0, 则 类 似 于 情形 3 dy) 
的 (不 妨 起 5%n 一 0， 且 有 56w 二 0, 所 以 这 时 有 


Fr 二 和 此 和 pr FF 
De 一 可 Cle [oo; ， cv 【十 让 [oy 3 cor | 
TF oy Ee , etl os, [Let er] 


在 (6:b.16) 式 中 邻 t=k", t=¥, ME = 1 ， 几 一 背 ， 印 得 


Li 
L [ 
- 三 
上 
a i 
可 Ir =- 
i 
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多 — Ctrd¥ ort (Dlorbb — bedh,) , 
证 = 二" 作 和 ,又 他 一 5, 1%' 一 86， 即 得 
oo 一个。 (6.7:.51) 
所 以 了 (oa 二 0, 因而 有 两 数 了 ww"), 使 
Ca Oo— dF (rm), (6B.7 52) 
坎 有 
: Da 一 二 Cr bo ，o 十 上 of , Ff] 
TbrppLes , cr] 十 Ca Foof , corl, 
[En 
ii 一 BAO - (和 ,7 了 ,53) 
则 


Dor" cjrare [of ， 必 十 Brpfaf , co2] 
“十 Cyrp [eof 3 tr] . 
利用 $5.4 的 泪 2 即 得 
人 -一 心 ， Cus 一 0 
所 以 我 们 有 


1 1 -一 
Dao? 一 可 ch fe, ] 十 g ch Le 


2 人 ] 


J 时 


有 co 一 区 Ope foo®, 2 | 3 
总 Oil i Es Fe ， cz 十 总 Ew ， co ] 
+ ep [af ，op] . 


攻 此 可 刘 op wr 和 9 元 关 , 且 了 天 const. 所 以 由 (6:7.54) 的 第 


一 式 可 见 okyp 一 0, 这 时 和 情形 3 由 的 假设 泳 盾 , 因 此 4 类 0 是 示 
可 能 的 ,所 以 4 必须 为 0 
与 情形 3dyj) 的 tii 一样 可 知 


{B.7.54) 


i 


sll” 
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Bb 一 0 及 cj, 一 0. 
及 在 (6.6.16) 式 中 全 = 7 m 一 %', = 二 hh" 得 
4 下 下 此 


a bh Eo 
ChrOP 一 本 Oly Or 十 (Oa di Bhd ry +# 


他 所 一 加 ,振作 和 ,得 


adsc = (6:7:55) 
因而 coo* 为 全 微分 ,存在 汞 数 了 了 (2), 使 | 
Go = df (ge) (6.7.58) 
不 内 一 般 性 ,可 认 
f we) 一 二 
加 1 性 
Ww 一 6 知人 人 ee (8.7.87) 
于 此 吵 的 意义 和 (6-7.2) 相 同 ,因而 | 
DB 一 二 of 0 La, wo + og, [Or”, oor]. 
连同 
Dor=6g [os, 0] + 襄 BEer, w] 上 9， 
(6.7.58) 
Dor = 村 oF [oo ， 避 中 
在 一 起 , 可知 空 疝 糠 素 为 
ds3— gpecorwt | da 二 ear BF ("Ya, (6.7.59) 
其 中 


dg’— DI(w")? 
为 容 有 以 w? 为 不 变形 式 的 单 各 可 迁 运 动 群 的 g 一 3 条 Riemann 
空间 . 
和 如同 以 前 一 样 可 证 之 (of ) ”为 欧 开 条 索 ， 故 空间 炉 这 淡 可 
写 为 


ds — gporot ds es( dari)a tt... (dx) (6.7.60) 


ee 
-Fr 
| 
了 
ma 
- 
" 到 
袜 
中 
六 
由 


008 齐 性 Biemann 滩 陪 E 交 六 掌 
及 因 在 稍 卡 儿 上 华 标 下 ， 

a = hh (uw) dp , 
而 和} 构 硬 及 ， 与 情形 3 中 /的 人 相仿, 可知 由 


oO 2, H, UP) 0 (Fo, WW, dvr) 


所 确定 的 运动 群 使 三 个 外 微分 形式 
I 5 or [本 本 


不 襟 ,由 于 Ghy 六 寻 的 不 要 号 量 , 可 知 切 能 司 
Hs epithet de, dow 


— ope [dat”, deem") (8.7.61) 
不 心 . 田 一 方面 ,我 们 可 以 肤 施 ， 
Opi — Oh ps (各 .7 了 .62) 


为 完全 可 积 , 如 讼 g? 为 其 满足 初始 和 条件 
Pets) — OF 
的 解 , 华 
0 一 Pac", 
与 情形 3d1) 的 (站 一 样 可 得 到 
co? = pF (Cw {dro Cw, a) rw, der")}, (6B.7.83) 
破 烛 里 : 


Br pelor) {det ows, dor)}, (6.7.64) 
则 有 
Dir oh:, co°] 十 可 吻 [os，o27] ， 
(6.7.65) 
Dw 一 可 ops Teo”, ow] . 


故 全 9 如 掏 成 一 个 9 蕉 李 群 9 中 的 不 变形 式 季 ,由 其 Maurer- 
Oartan 方程 可 见 , 这 群 具有 下 列 人 性质: 


A 
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1 Go 包 命 一 个 三 共 正 常 子 群 入 3: oa 一 0， 
2 ”外 于 吵 一 0，As 为 bal 群 ， 
3 ”C 人 的 粮 性 伴随 群 在 站 中 话 导 出 一 个 相似 和 群 丰 ， 其 元 
束 (gi) 满 导 
dp? 一 — chpi’, 
正之 所 以 为 相 个 群 是 因为 chk 满 凤 
co 一 Cr 【有 不作 和 )， 
084 一 一 个 {办 到 9)， 
4 人 中 有 -个 2 一 其 正 常 子 群 , 它 包 合 了 让 8 这 和 质 coco 
为 对 微分 印 可 推 得 . 
为 了 求 出 起 动 格 的 有 限 万 程 ,不 妨 取 了 一 二, 则 运动 群 释 过 
于 充 后 可 号 为 
09 gprs, we, oe, OF? rt, of, 0s, 67), 
2 一 和 十 6d， 
Zp" (2 6") (gb, 9)， 机 
Th 0, On) wi" of, 
其 中 中 可 类 似 于 情形 3di) 的 (让 作出 , 而 (各 ) 为 五 与 它 的 变 
换 旋 畦 镍 了 避 其 子 振 的 直 积 . 
同样 , 群 G 中 表现 为 了 的 运动 群 , 和 前 面 一 样 可 知 cx 二 0， 
ww 一 0 为 菲 业 性 曲面 ,它们 具 唐 欧 氏 粹 素 ， 
反 过 来 , 不 难看 册 答 了 具有 性 质 1 一 4 的 群 Ge 后, 就 能 
制作 出 这 一 类 型 的 齐 性 Riemann 空间 ， 
聂 后 , 我 们 首 一 下 情形 386)， 秦 上 照 &4.6 的 引 理 4 的 首肯 ， 
我 们 可 选取 可 和 容许 标 形 的 基 , 使 成 立 (6-7. 久 的 类 位 (只 是 p=1， 
2 6; 了 0 一 3 4,…, 9), 因此 也 成 立 (6.7.1475 的 类 似 ， 但 s， 
及 ;一 2， 全 3 一 可 以 见 到 双 vw 一直， | 间 间 有 :一 0， 因此 
= DHT, 


310 开 性 Riemann 衬 栈 [ 癸 坟 


如 所 朋 ew 一 0; 也 有 (6:7:18) 程 (6.7-18m) ,因为 np, 9 只 能 为 14， 
2, 所 以 得 后 一 03 一 0, cis 一 012 一 0。 (8:7:24) 看 立 , 可 和 3d) 的 
(证 的 计 诅 完全 类 习 地 进行 ,最 后 的 六 过 形式 仍 为 (6.7.39),{ ww， 
?一 二,3， 延 动 强 的 精 梅 也 相关 做 .有 当 oo 丰 侍 为 0 时 ， 屏 立 
Cl — Om = Dtm, 人 一 个 一作， 

这 辕 也 必须 上 1 一 上 9 一 0, 一 茹 可 和 3 dd 的 (让 i) 一 样 进行 ,此 时 际 
PD 二 1, 2 之 外 ,还 应 时 yg8 为 名， 粹 案 形 状 仍 为 (8.7.60), 群 的 精 
构 世 和 3 ds) 的 项 采 完 全 类 似 ， 

困 而 怠 立 

定理 ”发 齐 人 性 Riemann 空间 的 迷 商 群 具 不 变 向 量 , 而 在 所 
有 未 变 向 量 所 距 的 子 空间 的 直 变 补 上 为 不 可 和 茶 ， 那 未 室 间 的 糖 
素 必 为 (6.5.14)，(6.5.24)，(6.6.19) ， (6.6.41), (6:7.28), 
(8.7.89)，(6B:7-60) 的 形状 . 


3 BB 仿 述 向 群 作出 齐 性 Riemann 室 间 的 一 个 方案 

研究 齐 性 Riemann 次 间 的 根本 问题 是 作出 所 有 的 齐 攻 
Eiemann 空间 拜 研究 相 应 的 各 种 特殊 Riemann 凑 间 的 世 质 、 
这 方面 的 探 时 已 有 很 长 历史 ， 册 于 半 题 本 身 的 复杂 性 ， 齐 性 
Riemann 窑 间 的 决定 盟 炊 许多 学 者 的 长 期 钻研 , 获得 了 许多 直 
富 精 果 , 但 还 未 到 完全 解决 的 程 底 ， 在 % 小时, 则 题 已 比较 清 
楚 , 在 卫 . 0artan 的 书 上 列举 了 3 八 齐 性 Riemann 安 间 ,而 4 杂 . 
5 奴 齐 性 Riemann 空间 的 况 定 是 G. Vrancenu [1] 和 0. Tele. 
man [1] 的 芋 果 2， 但 对 一 般 # 朴 齐 性 Riemann 宏 间 的 决定 就 
要 困难 得 多 . z 

二 , Oartan 葵 出 了 依 迷 向 群 来 决定 空间 的 一 个 三 染 中 ,其 


.种 法 是 ; 答 定 迷 向 群 之 后 ， 我 们 就 可 作出 宅 的 李 伐 数 的 掉 障 


人 


* 得 亿 伴 的 工作 还 须 作 某 忠信 收 和 补充 ， 


5 
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(6 和 ) (二 了 一 上 ， 2，…，%; 后 一 有 十 六 ， 再 考察 Jacobi 方程 
站 ee 一 和 (CA, B, 0, BD, E=1,*,*), (6.8.1) 
将 co 中 的 5 作为 已 知 的 , 又 应 有 6bo =0 其 余 作 为 未 知 的 . 求 
解 (6.8:1) ,将 这 些 吃 解 出 后 ,根据 李 群 的 第 三 基本 定理 及 其 新 . 
明 可 作出 w!, wr, 然 后 再 根据 
dinop + ycip — 0 (6:8.2) 
得 出 try EU uo cw 就 是 所 求 的 区 过 . 
任意 知 定 直 交 群 的 子 群 , (6.8. 四 总 是 有 解 的 ,因为 如 果 炊 定 
任 音 子 群 型 一 本 (于 ,期 欧 氏 空间 的 运动 群 丸 一 疏 人 mt， 
Tt 十 0 识 以 它 流 迷 向 群 。 得 这 上 只 是 一 个 平 扩 的 特 解 .对 
答 定 让 变 群 的 子 群 依 据 上 下 古 些 确 定 出 所 有 的 区 它 为 迷 疝 群 的 
齐 性 Riemann 空间 时 ,在 解 Jacobi 记 程 的 过 程 中 就 要 届 到 甫 效 
困难 . 在 $6.:6~§6.7 的 论 进 中 ,我们 对 迷 向 群 具 不 变 向 量 的 
情形 , 找 叶 对 部 分 cf 的 几何 解 秆 ,这 就 有 利 子 在 这 一 情形 下 解 
出 仿 些 太 可 ， 
我 们 以 m=3 为 例 来 诡 明 这 个 方案 .这 时 运动 群 将 寡 数 至 多 
是 6, 因 而 迷 间 群 主 多 是 3 个 参数 的 , 而 由 于 3 条 直 交 和 群 无 2 准 
子 代 数 ,我 们 就 可 的 下 述 情 况 分 别 讨 论 . 
(i ) 迷 向 群 只 含 候 等 变换 这 时 运 副 群 为 8 沧 数 且 为 童 
本 可 迁 和 群 , Fs 是 容 有 单 本 可 迁 群 的 齐 人 性 Riemann 空间 ,如 群 的 
不 变形 式 为 中 好 一 1 2 3) ,了 的 楼 雍 为 
Oa oo Coe Co, (6B.8.8) 
0;; 沟 尾 意 常数 ,但 (6060) 正定 2. 
\ 计 ) 迷 向 群 海 3 套数 的 。 这 时 运动 群 汶 6 个 寡 数 的 ,Vs 
3 虚 喜 捐 册 ， 合 陪 及 Cartan 对 光 限 连 业余 的 研究 [1], 我 们 只 须 考 六 方程 


(5.3.6~5.3-8} 的 可 解 性 就 已 足够， 
3 安 数 李 群 的 合体 是 早已 兴 定 的 ， 


Me 


| = 二 ， | 一 ps - A 
mp 和 rr 站 咎 站 守 下 -和 YE 
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是 常 曲 从 空间 . 
(ii) 迷 和 启 群 为 单 涛 数 的 ， 我 们 可 将 李 代 数 的 直 丰 为 
0 0 恬 
Ck 0 1 (6.8 .二 
0 一 0 
这 上 时 方程 Tdyp t Gydip 一 0 的 拥 gi 为 
ot {0} 0 
oo-(! 由 9 本 ， b> (6:8.8) 
() 必 b 


在 这 情况 下 , 迷 问 群 有 一 个 和 不安 向 量 , 在 宪 的 直 交 补 上 有 一 
个 交换 旋转 , 因 进 ,可 用 $6:6 的 精 玉 ,我 人 可 按 当 时 的 三 种 情形 
得 出 三 种 纺 素 . 
(a) 和 粮 素 为 可 分 (相当 于 8 6.6 情形 28)):; 
de 一 (GD ) os wT dvdr nx, B=2, 383), (8.8.6) 
式 中 的 de 一 gustia*das 是 二 礁 的 常 曲 奉 空间 枪 素 ， 
() 玲 素 为 人 可 和 鹊 的 { 相 当 于 86:6 情形 2 让 )): 
二 (6.8:7) 
(0c) 相当 于 86.6 情形 2 c) ,这 上 时 成 立 
Doe 一 [oo] Dos= — [Eo,w] , Dom FK [ow, mY, (6.8.8) 
次 易 验 让 
C08 Ly sin w de 
1+ (ys 
ms Sn Waytoon wads ， 
+ 二 (y+ | (6.8.9) 


RK 
5 Yd —7 dy) 
一 -~ 


1 + 和 (02 十 3) 


六 提醒 一 下， wt dr 十 区。 


Ji | 


-rr 
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满足 (6.8.3) ,而 和 且 恢 第 三 党 可 知 , 46'3. 引 的 任何 一 解 六 过 适当 
的 变 撞 后 也 可 化 沟 (6.8.9) ,因此 


jg » |? 
ass je DY 
下 让 -一 - -一 :一 一 一 


do -i oe 
| kK,, 9+ 
| 1 二 | 


这 便 包 括 了 8 6.6 的 移 素 (6.6.25). 
当时 的 情形 3 d) 不 会 发 生 , 因为 那 时 应 有 9>2 
对 % 二 4, m 一 5 可 以 运用 同一 在 染 进 行 .但 随 着 哆 的 二 
大 ,这 种 作法 也 就 越 来 越 麻烦 我 们 在 86.9 中 要 优 另 外 的 瀑 
径 , 对 一 般 的 n, 决定 出 运动 群 参 数 充 分 大 的 齐 性 Riemann 安 
问 的 构造 . / 


3 BG:9 关于 施 短 群 的 一 些 定理 
为 了 后 文人 6.10) 中 夺 葵 Riemanmn 空间 运动 群 的 参数 问题 
腾 河 机， 我 们 在 这 里 还 要 时 论 有 关 旋 笨 群 的 一 些 值得 注意 的 性 
质 , 在 其 中 包含 了 0. Teleman 的 一 个 有 用 的 定理 , 但 其 证 明 方 
法 已 作 了 不 少 的 改变 ,使 和 我 们 一 贰 使 用 的 三 法 相 协 怖 ,并 且 有 
了 了 一定 的 简 比 .此 外 ,在 本 关中 也 包含 了 两 个 根据 迷 向 群 的 性 
质 来 确定 齐 性 Riemann 空间 的 粮 素 的 定理 . 
定理 1 设 齐 性 Riemann 空间 到 , 的 迷 向 群 分 解 为 切 空间 
中 五 杆 不 变 平 面 盏 , 与 再，_。 上 两 旋转 群 的 查 积 , 里 总 为 不 可 
入 ,多 其 上 旋 坏 群 流 有 交换 旋 赦 ,有 则 严 , 的 入 过 可 化 为 


二 
a L - - 


Pp "mr 


, 四 - 中 
。 _ 一 上 =- 可 le 
了 -- 了 Wr 
1 1 六 二 - 
=- 
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( 1 } te” 一 dar 上 sz 一 一 ty (mr ) tm het rg (4 ) ar! GT ， 
(6.8.1) 
或 : 
(ii) ts? = ds? -Ee 3878 一 giry (2 ) dw dz! Fe ld )3 - 
( ， 了 ， k'=1, 人 4 ， 9 ， x =g+ti1, sy mn) (8.9.9) 
【证 ]】 选 直 交 可 容许 标 形 司 & 后 er 分 别 为 卫生 EE,_; 上 
的 基 辣 基 , 关税 群 的 李 代 数 的 基 可 到 为 


Grp U 0 0 ‘=, 
人 
0 0 0 oho) Npro=rtl,., 


从 dacobi 方程 (6 和 :外 中 全 站 一 各， Y= 了 mw 一 mp 二 pp" 和 关 利 
用 是 ,a 中 无 不 变 共 挛 向 量 的 性 质 就 推出 
一 【和 .各 .3) 
人 在 (6.4: 国 中 性 放 一 训 , 一 有 和 一 9 p 一 p" 得 到 
(Co 十 Crivetr ur 一 个 ， 
因而 对 固定 的 下 ,egw 生成 与 好" 相 姿 换 的 旋转 群 , 但 由 假定 ， 
9G" 无 次 换 竣 转 , 因 此 成 立 


Chr = 人 0. (6.9.4) 
骨 分 (6: 4.6) 中 一 ,了 一 Vm 一 mm', p 一 p'' 并 利用 召 ,_o 中 元 
不 变 的 反 变 向 量 这 一 事实 ,就 得 到 

opm 一 站 (8.9.6) 


分 症 = 训 ,= 本 ,mw 一 m', p 呈 p" 可 得 
Cra — OF Otron = 0, 
与 56:B 中 类 颁 地 可 推出 


Cr 一 pr 人 十 可 "er (6:98.6) 
因而 


1 i " 『 “ 
Do 3 ox Los! , wr ] + or Lo’, we"], 
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Doar ~ ep fest, oF] + ofl 0 
十 Gor[aof ,cor 
注意 到 (6.9.6) 式 昔 利 用 or 十 下 wz 求 伐 志 o* 就 得 到 
Day 5 oo[of om 十 pe[or， om 


+c, fof", wo”], (6.9.7) 


因而 看 到 wr 一 0 与 o 一 0 分 别 是 先 他 哥 积 的 ， 初 积分 各 有 为 ， 


2 :5 中 类 催 的 方法 可 得 : 当 所 有 cw 一 0 时 ， 
ds = gop (wr ) dp do! + gn (ep ) dae Aa” 
当 6w 中 诗作 有 一 个 不 等 于 0 时 ， 
ras oo Er (ET 十 E 一 站 仿 (do ya 

定理 评 些 ， | 

以 下 讨论 常 曲 率 空 间 的 基 些 性 质 . 

引 理 工 宙 六 ,为 % 礁 的 齐 性 Riemann 空间 人 避 / 丑 , 粮 素 为 
ds", 述 启 群 为 不 可 葛 , 如 果 在 这 空间 中 另 有 一 变 摸 群 全 二 9， 
又 呈 t 使 另 一 黎 洪 di 不 变 , 于 未 中! 和 ds8* 只 相 莹 一 个 常数 
因子 . 

[证]】 因 作 二 他 ， 所 届 入 也 为 维 素 dr; 的 可 迁 运动 群 ， 恒 
迷 和 局 群 济 不 可 和 葛 的 变换 群 的 不 变 攻 素 除 一 常数 因子 外 是 唯一 克 
定 的 , 改 有 引 理 1 的 结论 . 

于 述 定 必 是 GTeleman 首先 引进 的 ， 

定义 诅 五 为 宛 雁 安 间 的 一 个 不 可 焰 旋 转 群 ， 如 把 五 关 
伐 单 位 球面 上 的 运动 群 时 , 它 为 局 部 可 迁 且 和 迷 局 群 不 可 物 , 那 末 
称 吾 为 不 可 析 的 ,否则 ,号 称 它 为 本 本 的 . 

腕 羡 下 壕 

定理 2 蜗 记 .为 艺 维 齐 性 Riemann 空间 ,其 迷 局 群 党 不 醋 
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析 的 , 那 末 空间 必 为 营业 率 的 ， 

[着 】 到 六 ,关于 一 点 口 的 潜 誉 标 (ol … 9)，0 点 的 迷 
疝 群 和 安定 狼 五 有 同一 的 华 标 表达 式 , 瞩 定 一 个 正常 数 六 集 台 
te: 

(aa 十 -十 {2 一 下 
是 后, 的 一 个 一 1 稚 于 空间 , 如 是 作 几 在 .上 的 运动 拜 (参考 
于 Vn 的 请 导 锥 沦 ), 由 和 贫 定 可 知 林 术 向 桩 为 不 可 蒋 。 并 一 睫 
面 , 直 变 狐 COkm) 也 可 祈 作 对 上 的 迹 措 群 , 寂 包 含 英 , 县 能 使 
% 一 寺 条 正常 则 率 空间 的 线 素 不 变 ,因此 依 引 理 1,9 上 的 粮 束 为 
正常 粕 率 的 ,大 重 色 以 0 在 其 上 的 诡 导 群 为 运动 拜 。 出 于 
是 性 意 的 , 所 六 瑚 在任 一 镶 上 的 艺 导 糖 素 在 Cn 下 为 不 变 ， 
双 CI 和 司 电线 出 发 的 测 地 和 线 上 人 尾 肉 点 的 测 地 距 视 条 蛮 , 且 这 种 
测 直 和 蕉 必 和 和 如 下 次, 因此 只 人 也 为 了 的 运动 妊 , 从 而 广 . 乡 有 
8 二 也 寡 数 的 安定 群 , ,为 常 邮 率 宅 间 ， 定 更 2 讨 毕 、 
我 们 还 要 讨论 有 关 正 党 曲率 愉 闪 的 一 些 且 用 的 性 质 ， 
定理 3 训 单 位 球面 的 悉 素 已 写成 为 全 可 和 蒋 形 式 
ds gt Nd dr to Or a A 
(6 =, ,9+1, ,8.9.8) 
加 1% 一 #9 记 1, 那 末 必 能 通过 wi 之 癌 的 坐标 变换 使 禾 素 化 为 
ds = (det) + in’ 2 go 【 dr 
+ COSS ml rt Yo chs”, (G.9.9) 
式 中 4， 了 一 2,…， 9 gt doeeey 为 正常 则 认定 间 的 缠 索 ， 
其 天 认为 ]， 又 当 9 二 3 时 ,govtw') dvrdw” 也 为 正常 划 率 的 线束 ， 
曲率 为 工 . 

【RE】 记 以 gw) dwrqdyr 和 gr 人 eazrdof 为 入 到 的 

Riemann 空间 的 曲率 张 量 为 Ruywr 和 Beyrwro, 而 契 素 (6.9.8) 


§ 6.9] 美 隆 旋 入 拜 的 一 些 定 理 di 
的 Riemann 曲率 继 基 为 Ruym， 直 拉 计 各 趾 知 
hi 4 


Pipryre 一 EF (ee Fig 
J 


ml 


1 wm Bo 8 
7 1 4 9 Bar Bg wi a gy 
ivy w=， 
Ri =0, (6.8.10) 
i Oo 
一 7 J at kr 
十 工 jr I CC Oo 


4 o ar dm 
1 Br h' 
生 各 [ 襄 L 
式 中 | 汐 } 表示 线 来 gvy wr) dw'det 的 第 一 类 Qhristoffel 记 
1 号 ， 因 稚 束 16.9. 有 8 为 正常 曲率 , 且 闻 获 为 1, 所 以 有 
Fir — (ot ™— Gm) » (6 "对: 11) 
式 中 
一 
由 {6:9.10) 馆 工 了 丈 可 见 ， 人 (ow ) de 人 当 常 曲率 灯 素 ， 由 党 为 
1， 肥 由 (6.9.10) 第 2 式 可 见 
Lepr 


1 1 yw dr 日 
洁 -{ I 十 可 一 一 9 A Br) (i jE 一 pt irr 3 
由 此 可 见 ，&brrfe ) Ga 是 常 昌 李 的 ， 且 因 >0， 


gr 507 >>0, 改 曲率 为 正 , 铀 整 e 的 因子 ,就 可 吉它 的 曲率 


为 1. 困 呈 就 有 
otiiogr eg ac 1, (6.9.12) 


国 " .= 
= =- rm, - 


nie 
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因 常 曲率 室 间 水 基线 积 空间 , 所 以 oconst, 因此 可 选 作 ,使 
5 一 c083 91 21 曲 移 和 由 而 刀 一 const 垂直 ,因而 有 gis 一 0(4 一 2， 
09) ,这 时 为 使 但 :9:12) 满 足 , 则 必 有 9g 一 1， 再 由 六 9ri 一 1 
(一 1 9) 就 可 挫 出 
gnu=—1. 
再 由 6:9.10) 最 后 一 式 可 见 


,Ll do Ta ec 
Or Dro ' do Or Ber 


1 Bo pb 
+ 下 
合 守 一 7 一 5 就 可 得 出 
Co? wigoy— 5 cos Sin 全 


在 gop i 
ol， 


由 时 

gu 一 sin wm gon (2°), 
内 而 区 来 就 且 (6.9.9) 的 形式 . 当 g 产 3 时 ,重复 上 面 的 计算 ,可 
尼 gov sda 是 瑞 认 为 上 的 带 昌 淋 条 染 ， 定理 证 上 毕 ， 

已 知 (wn 十 了) 朴 欧 氏 室 间 如 3 的 全 站 交 群 Ow 十 1) 的 一 个 
子 群 工 , 那 未 依 前 画 所 壕 , 工 必 可 魂 为 曲率 为 十 1 的 条 常 曲 率 
空间 的 运动 群 。 现 谢 明 

定理 4 设 n 二 14 攻 欧 氏 空 间 的 单位 球面 5S. 的 灶 索 已 取 为 
(6.:9.8) nm 一 I>q>>2)， 如 On 十 了 的 子 群 工 在 S, 于 的 诱导 群 
为 非 混 合 运 动 群 且 训 使 作 站 于, 则 工党 为 O(n 十 二 的 可 和 莘 子 群 ， 

【证 】 朗 *(a=],23,…… ,Rn 十 了 为 十 1 条 欧 氏 空间 如 :的 
直 交 和 借 卡 儿 举 标 , 5S; 在 参数 表示 | 

=— Fe (wg) [6.9.13) 
之 下 上 有 六 素 (6.9.9)， Ver (ea gr te dr df 是 
曲 寿 汶 荆 的 常 班 率 态 秦 ， 所 以 它 倘 分 别 是 9 一 工程 和 % 一 9 蕉 区 


~ 


§ 0.9] 基于 旋转 群 的 一 些 定理 219 


氏 容 间 单 位 球面 的 纺 素 ,因此 存在 西数 f4{w?) (4 二 1，…:, 9)， 
?=1,， 有 

2 (FD) gn (WY OP 

Saf ge (wr dw" dp 
于 是 容易 兄 汉 
filwiygin gt (A—1,2,...,0), 
fPlw' Gog mt (P=0+1,...,n) 
满 显 之 一 1, 而 (yy)? 即 为 (6.9.9), 依据 超 锂 面 安装 的 
型 知 的 定理 (Jaisenhanrt[I) ， 

GST, oe, 一 
0 为 得 王 阵 ,所 久 在 瑟 选取 坐标 
一 0 ， 

央 和 参数 表示 (6.9.13) 就 化 为 (6.9.1 科 ， 因 工 为 非 混 合 的 ,由 是 
丞 变 的 ,所 以 在 恋 量 和 赔 之 下 ,， 群 到 中 的 每 一 变换 的 方程 
中 坟 有 一 部 分 具 形 状 


y= G(r ,, o") —| (6.9.14) 


Tt" = pi" (101) 
的 为 程 ,这 表示 在 敢 ，…，y"") 誉 标 之 下 , 由 (6.:9.1 人 0 , 工 的 每 
一 变换 的 方程 中 包括 了 方程 
yoy (P,Q~g+1, .…, %), 

从 此 可 网 ,五 为 可 园子 烙 , 定理 证 些 . 

下 面 肝 论 有 关 迷 向 群 和 旋 精 烙 的 阶 数 的 一 系列 性 质 ， 

定理 5 敲 五 :为 吕 礁 空间 的 旋 情 群 ， 有 互补 的 不 变 平 面 五。 
和 瑟 。-。 丑 末 可 适当 选取 瑟 的 李 代 数 吾 ' 的 基 , 使 在 适当 的 举 
标 有 梁 条 下 , 它 傈 具 形 状 


C/G OV eo /9 OV py fcoo 
PL 0 0 了 Da 0) fr 7 ps i 
pep, D pe 


人 d,s Fg, HW) {6.9.15) 


1 
EE 站 , =- 
和 TL 四 EF - mm 


上 
本 
中 mm 
中 HI 


[1 
=- 三- - ， ME 2 ran | oo el 国 "| 
Re a TU 
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共 中 iCmt, {Cp,}， {0 ss} 生生 上 成 Hi 的 理想 子 伐 煞 ， 到 (cy 和 
(ezp 为 圆 个 辣 构 的 从 人 尼 李 代数 的 相对 应 的 基 . 
【证 】 选 标准 正 奖 基 6 使 包扎 如 4， ew 蕊 百 ,-o， 央 如 ] 的 李 
代数 的 切 具 形状 
(人 
4 一 
0 are 


识 ayg 一 0 有 并 和 独 并 稻 ， 记 为 区 (p=1, 1 ))， 六 
Paye 一 0 有 有 7s 租 独立 解 ， 散 为 如 (ps 一 7 十] 十 19)， 避 
bp 为 炮 性 创立 的 , 再 选 要 (ps 一 后 十 站 十 1 外 ， 于 此 
为 豆 i 的 阶 数 ， 使 det| 如 | 夭 0， 合 孜 4 一 Co 8 一 CO， 了 4 
二 Dn， 央 Cp Co Dp 构成 五; 的 - -各 基 ， 易 见 吕 ,, 0 已 具 
(6.9.45) 中 的 Co 和 [Co 的 形状 ， 且 直接 可 见 到 { 和 {GC} 各 
生成 理想 子 人 代数. 由 了 于 瑟 : 为 蜂 私 李 伐 数 ， 献 可 把 C 和 0, 的 
适当 共性 粗 合 加 大 疙 , 中 去 ,得 到 


六 (入 0 ) 
Pa 0 Fr » 
Crp 


而 能 梧 {Ct 也 构成 瑟 ; 的 一 个 理 楚 于 代数 ， 由 C 的 作 庄 可 噶 
ey, =0 和 goeg 一 0 
均 能 分 别 推 出 10, 国 此 凡 (ch) 和 (oh,) 为 基 的 李 代 数 的 灼 
数 相 同 , 均 为 ?+ 一 7 一 7s， 及 从 
| [Op Cos 00, 

可 站 涂 看 出 , 这 甩 个 李 代 数 同 构 ，(ohs,) 和 (Ce%,,) 沟 相 百 对 应 的 

这 个 定理 对 于 诗 论 迷 向 群 可 葛 但 不 分 为 站 积 的 齐 攻 
Riemann 空间 很 有 月 作 用. 我 们 在 这 里 举 则 一 个 在 下 文 路 有 直接 
启用 的 这 样 的 精 果 (部 大 和 举 [5])， 

定理 6 疏 齐 性 Riemann 空间 六 ,的 运动 群 的 迷 向 群 吾 为 


SL Pe 
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可 葛 , 吾 s 利 吾 。。 为 窑 的 互补 的 不 变 平 面 ， 必 卫 在 月 y 利 而 os 
上 的 话 妈 位 分 别 为 双 直 交 寻 0(9) 和 On-g), 但 HO0(g) 
xOn 一 )) 当 n>4,% 了 6 ,7 时 ,其 9 一 wn 一 g 匡 玉 ,为 欧 色 空间， 
【证 】 我 们 选 直 变 可 容 群 标 形 使 er 与 ex 为 入 ,与 如 ,上 
风 基 同和 辟 ， 有 丸 把 迷 向 群 李 代 数 的 基 选 沟 定 理 5 中 16.9.15), 这 
时 ter) 和 i286 小 构 戌 上 C9) 的 菇 ，(ehp,) 和 (ep 构成 0% 一 各 的 
基 , 草 让 9 和 nn 一 9 邦 不 等 于 4， 因为 Olg) 和 O(n 一 9) 都 是 单 柄 
群 ,而 述 问 群 及 不 为 Ot9) XO(n 一 9) ,所 以 此 李 代 数 的 基 只 能 是 
Do -~ ( , p==1, ee 99 (8.9:18) 
且 (ezp) 和 (eo} 为 同 构 的 克 性 李 代 数 的 对 应 的 蕊 ,因此 就 必 和 有 筑 有 
9 一 1 一 9 ， 因 Ot9) (9>2 时 ) 为 非 一 砍 的 单 禄 群 , 所 以 能 选 空间 
鸭 泌 ,Br: 本 
(jp) 一 《cf 和) ， {8.9.17) 
持 构 记 0(g) 的 太 性 李 代 数 的 基 , 还 可 适当 地 选取 它们 , 使 p 用 
指标 (mn) 代 殉 (>>mm1)， 而 : 
Opn) = Ob Opp — Oy. 
生 Jacobi 方程 (6:4.5) 
CHa0Fy — OF Ch — OF = 
中 ,天 ,并 届 p= (Um 站 ,我 他 得 
全 一 Eb 
外 此 避 容 易 得 出 (这 一 点 计 龙 洛 自 己 来 作出 ) 
0 一 -个 (6.9.18) 
驻 人 在 (6.4.5) 中 证 了 一 如 ,3 一 7", 一 61 我们 得 
Ch — CfroOhrier — Oh» Od = 
注 普 到 16.9.17) 式 ,就 可 业 伺 于 16.9.18) 式 而 得 出 
Ci 一 个 (8.9.19) 
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同 理 可 有 
Chir 一心， 0 ~ 0. (6.9.20 
再 在 (6:4 四 中 置 4 一 训 ，j 一 了 ,一 如 ， 双 合 par0'),， > 区 
(一 1 9) ， 我 们 就 有 
On — BU oT ON pe Ch — Cinn yy 
+ efiwd ro —0, 
式 中 a" 一 g 十 @/， 6" 一 g 十 b'， 仍 a' 关 5; 下头 本 下 ;天池 十 
二 如 ; 了 一 中， 我 们 得 到 
Cl 0 《全 天 六 下 1 和 而 门 ， 
再 置 四 关闭 站 jg 和 了 '; 6 一 0" 就 得 到 
ror 一 0 人 站 关 3 一 的 
肥 仍 四 关 天 全 一 gr 7 一 "J 一 a 识 可 得 
cg 一 Co (a' 关 61)， 
共和 ,站 一 二 a1,， 二 ww" 得 


有 Cemr 一 站 (天) 


从 人 这些 式 于 就 得 出 

Ch = (6B.9.21) 
闻 理 也 有 

Chr (6.9-.22) 


因 丽 Uartian-Maurer 方程 就 取 形 式 


De 一 全 [人 ]， 一 的 Fo ”cos]， 6.9.23) 


从 这 两 个 式 子 可 见 到 ，DOz 一 于 cgr[or， 人 rr]， 因 而 or 一 0 定义 
了 空间 的 运动 群 的 一 个 可 迁 子 群 ,对 于 这 个 子 群 , ol 化 为 到 , 双 
利用 (6.9.28) 就 有 

Doar=0, Do”=0 
从 此 可 见 0” 为 全 微分 dv",do", 因 而 空间 的 粮 索 为 欧 拓 的 . 


- 
Pr 
dj = 1 
汪 
时 
= i 四 
i , 
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再 改 9 一 生 因 0(4) 为 两 个 和 043) 间 构 的 正常 子 群 的 府 积 ， 
在 % 焉 7 时 ,就 只 能 有 n= 一 8， 访 时 可 能 有 两 种 情形 / 
(i) 迷 向 群 为 6 套数 的 ,其 李 代 数 的 基 可 选 为 
cf 0 
( i ) (p=9, 10, .…, f4), 


0 em, 


(epp) 一 (6m) 为 0(4) 的 李 代 数 的 基 . 这 时 , 和 上 述 的 讨论 完 从 


一 祥 地 可 得 出 空间 为 欧 氏 的 博 琵 . 
(ii) 迷 向 群 为 日 参数 的 ,其 可 代数 的 基本 选 为 


人 0 ) (© " (人 ") 
0 of \0 orl’ \O of, 


(pi—9, 10, 11; pa=12, 18, 14; ps~15, 18, 17), 
(O86) 一 086) 为 Cd) 的 一 个 3 套数 下 首 子 群 的 李 代数 的 基 . 
过时 的 蓝 还 可 改 为 
Grp 器 ey。 站 
人 0 发 了 ‘p= 12, 18, …, 17), 
式 中 (eye) 一 (erp) 为 0({4) 的 李 代 数 的 基 ; 田 于 迷 向 群 包含 了 过 
些 元 又 ,我 们 照样 地 证 得 出 of 一 0， 因 而 有 
Do 一 Do[ad ，ap + or Ler, oe], 


Deyw _ Ch, Fa 六 ， wrl. (6 . 时 24) 


从 此 可 昂 放 s 为 两 个 常 曲 豪 空间 品 和 人 的 汇 积 空间 . 依据 


QC) 的 性 质 可 知 ,六 能 选取 or, 使 wr 分 为 ur， wm 成 站 
(ef 一 《efyo 【pa 一 Pl 十 人。 ， 
双 合 om 一 or 二 ao， 其 (6.9.24) 可 改写 为 
De = cb, Lo!, om] tes,, Ley’, we], 
Do =0l, [or , com] 十 ep Leos”, eof], 
of op om 为 独立 的 Pfa 和 f 式 , 击 第 一 套 式 子 可 昂 ， 
Dar 能 由 of， wm， wr 表示 ， 双 四 第 二 套 式 子 可 见 Dwm 可 由 


a 9 和 Wo . =- 
oR a ra 


一 一 Fr 


LE -村 人 Riemann 滩 阳 [第 法 橙 


wm 表示 ,因而 
Dam 一 于 crs, lo"™, cw"™*], 

因为 of ap wm 为 而 的 完全 运动 群 的 翁 柔 的 不 恋 Pfa 任 式 ,所 
以 S54 的 运动 群 有 正常 子 寿 , 这 表示 以 = 吾 ， 同 理 避 一 吾 ， 因 
此 下。 是 欧 乓 鬼 . 守 理 证 其. 

注 在 nn 一 7 时 ,相应 的 了 7 为 召 , x Sa ,这 里 避 。 为 正常 昌 环 
空间 ! 和 外 胡 和 生 [ 辐 )， 吾 , 为 欧 氏 空间 

利 几 定理 后 可 得 出 下 述 有 用 的 

定理 7 讨 互 为 站 给 全 站 交 群 口 (m) 的 一 个 可 鹊 子 群 , 它 有 
两 个 互补 的 不 变 半 面 有 和 妊 ,_y, 起 左 在 吾 ,, 召 ， 上 的 藉 忌 
分 别 为 及 和 五, 且 卫 为 不 可 移 , 允 互 的 阶 数 光 [32 
+ 949 二 2 , 屠 未 百 必 分 解 为 及 和 工 的 直 积 

【 亦 】 依 定理 5， 迪 可 选 五 的 李 代 数 五 ' 的 基 使 具 形 装 
(6 . 台 . 15) 中 显然 (ef ) 9 (OFp,) 为 下 的 李 代 数 的 基 ， (Cjyrp。) 了 (Cpr0, ) 
为 五 的 李 代 数 的 基 . 

如 如 不 为 五 和 工 的 直 积 , 那 未 {C 叶 未 为 容 集 ， 双 {O 地 
不 为 空 集 ,否则 吾 的 阶 数 二 2& ,此 为 不 可 能 . 考察 (cf, ) 所 


生成 的 李 代数 声 . 如 矿 为 不 可 条 , 因 丸 至 少 有 单 套数 的 次 换 放 
赎 , 因此 % 一 7 为 惕 数 ,及 因 (co 加 .) 也 和 (cS,) 可 交换 , 歼 声 的 阶 
数 <[39] ,因此 五 的 阶 数 <| 人 539] +29 一 ,地 为 
不 可 能 . 

如 太 为 可 物 , 那 末 用 ,4 可 分 解 为 太 的 一 些 不 可 秩 的 不 恋 
在 面 的 直 积 ,就 分 成 车 干 抉 ,如 果 在 这 些 分 抉 之 中 出 现 不 等 价 
的 下 变 于 代数 , 矿 末 局 ,4 就 有 一 个 六 的 叶 正 的 不 变 子 空间 太 ， 
因为 (ojo,) 中 每 一 元 泰和 也 均 可 交换 所 以 加 也 是 (6 ) 所 生 
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成 的 地 拒 数 的 主导 汀 兴国 , 因此 荐 上 为 可 蒋 的 ,这 和 假设 汪 盾 ， 
检 开 分 和 解 夏 相 瑟 等 价 的 直人 区 了 闻 代 数 , 那 末 ， 


ho | 
疡 的 阶 数 (ry, Ba 
因此 也 有 ; 五 的 阶 数 <| 了 5 | 二 -2 一 也 . 


最 后 ,我 们 婴 答 出 下 述 定理 的 证 及 . 
定理 8(U. Teleman) CO) 的 也 可 葛 的 可 析 子 群 吾 的 阶 


数 <| 全 | . 

在 起 明 这 定理 之 前 , 先 引 太 两 个 简单 的 引 理 . 

引 理 2 证 刀 为 DCm) 的 一 个 可 物 子 群 , 如 果 到 的 最 大 的 
不 可 煌 不 变 至 面 的 太 数 | 衬 |, 则 


Ta 人 
瑟 的 阶 数 <| 孚 叶 们 六 切 ， 
【证 j 毕 实 上 ,证 i, 个 授 为 不 蛮 平面 Ha Uy Hn 的 直 
和 ,mm 一 41 二 133 十 十 se， 我 倍 求 
_ Wo 一 站 sim —1) 
Nm 1 十 -… 十 - 亚 可 
淫 斤 大 慎 ， Mii, Tn", Ts Ps， me 上 因为 TH 2 by 
时 ， 
tim OO—1) rnta— 1) 
2 


< (一 (ma 2) 


所 以 为 使 责 取 到 最 大 值 , 则 必 有 一 个 mas (发 为 ma) 取 到 [他 ]， 
当 ?为 偶数 时 , 最 大 值 在 ra 一 ma 一 | 他] 时 到 到 ， 当 加 为 奇数 


本 
FoT ' = 
这 mh -12 本 
2 


一 上 L_。 


册 - 许 性 人 Riemann 举 间 [ 芝 坟 帝 


时 最 大 债 也 在 ?m1 一 ms 一 | 字 |, ms 一 1 时 取 浏 。 在 两 种 情形 下 ， 


ww 大人 [加]([ 要 | 


引 理 3 总 了 (从 一 (全 ) 十 各 一 全 人 一 下，mm 和 时 ， 


在 | 他] 上 ss 一 工 的 范 男 内 ,7 在 # 一 mp 一 4 时 取 到 最 大 


秆 (于 一 ). 

【证 】 y= 了 (hb) 一 一 上 
四 的 挑 物 糠 ,因此 在 任 -区间 的 最 大 值 必 在 映 点 取 到 ,最 小 值 在 
1 一 一“ 一 处 达到 , 但 


2 一 2 ~ 2 一 -|[ 肝 |-1， 


nD- 


所 以 最 大 值 在 4 一 w 一 1 处 达到 ,其 数值 即 为 (中 ， 

更 在 证 明定 理 8, 先 蔽 m%=22， 把 五 击 为 单位 球面 以， 上 
的 运动 群 , 依 可 本 的 定义 其 迷 向 群 为 可 先 避 .如 最 天 的 不可 物 孙 
变 和平 血 Fi 的 蕉 数 <| 2 一 |， 人 由 | 理 如， i 的 阶 数 


2 
<| 2 人 [2 |-1)-+m 一 1<p*, 如 最 天 的 不 可 鹊 不 变 平 画 
的 契 教 % 一 1 一 9> | 下]， 若 迷 向 群 不 分 为 如 ,上 旋转 群 和 


十 ,ot 上 旋转 群 的 直 积 ， 则 依 定 理 7 和 引 理 8 必 有 五 的 阶 数 
<| 2 nl (+ 2 二 二 


nl1<( 2 +n 一 1 一 (p 一 1)?+2p 一 1 一 坊 ， 如 迷 向 群 分 为 


?了 豆 在 wy-1 上 未 道光 可 下. 谋生 可 迁 的 情形 ， 我 他 仍 乱 可 以 定义 渴 向 群 ,大 
取 必 mn- 上 有 语 一 般 位 置 的 点 泳 考虑 ,这 就 是 ,入 这 点 的 无 穷 小 变换 的 基 启 代 上 所 成 的 隆 
的 秩 数 取 到 最 大 候 ， 


四 了 
“ rs 
a 
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， 芝 积 ， 如 寂 在 上 -a-t 上 的 库 导 群 上 有 交换 旋转 号 的 阶 数 


, - 
< | 21 | + 9 nep?. 如 工 无 交换 旋转 ,五 在 


Ss_1. 上 可 渤 时 由 于 ,1 不 是 乘积 空间 , 所 以 迷 向 群 必须 有 不 变 


国生 , 从 定理 1 采风 与 n_1 的 移 染 必 且 (6.9-8) 的 形状 ,和 且 当 og 0nast 
时 ,gt dvr de 为 欧 氏 粮 素 ,由 定理 3 可 昆 这 是 予 可 能 的 . 
妆 4 在 赂 -ii 上 为 杀 可 迁 时 参照 后 充 86.11 的 车 果 ， 也 可 秃 往 
素 具 (6.9.8) 的 形状 , 且 e (an) 为 运动 不 变量 ， 在 mw>4 时 , 因 
n—1—g>| 2 |>2， 合 定 理 4 可见 , 群 吾 本身 为 可 蒋 的 ,这 


和 定理 的 假定 矛盾 ， 当 %n 一 4 时, 已 知 0(4) 的 阶 数 最 天 的 不 可 
多 于 群 为 4 央 数 的 ， 所 以 定理 在 为 偶数 时 成 立 . 
再 答 % 一 2 工时 ， 疗 样 地 可 把 如 现 为 8 ; 上 的 运动 群 ， 

其 迷 向 群 为 可 狗 , 如 最 大 不 变 平面 妃 -1-4 的 打数 < | 一 1 
~p 一 1, 2>>8 时 ,参照 引 理 2 的 证 明 可 昂 ， 

好 的 阶 数 2 一 (2 一 3 2 [2%p—=p pt, 
所 以 当 p>3 时 五 的 阶 数 <p?， 在 p 一 2 时 ,显然 吾 的 阶 数 <4 
<V?、 如 最 大 不 变 三面 ,1-o 的 厅 数 >| 5 上 | 一 p, p>>3 时 ， 
可 和 n 为 偶数 的 情形 一 样 地 其 明 迷 向 群 不 会 分 为 轧 。 和 盏 ，， 
上 旋 炉 群 的 理 积 , 依 定理 6， / 

互 的 阶 数 所 [2 | 2 从-2p-1g(g). 


依 引 理 8 的 证 有 明 也 可 上 昂 到 ,为 了 定 出 glq) 在 np 所 2p 
-9 直人 委 一 1 时 的 最 大 舍 , 只 须 找 出 90), yg (9), g(p), gw 了 
的 景 大 值 . 事实 上 ， 

gD =p, 9 罗 一 (入 一 瑟 2 十 2 十 工 一 02 十 Cw>2), 
为 物 数 时 ， : ， 


= 下 ' - -= ， - 
LHe A er rd 


2 se 
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a 86DnC— 4 
DD) tt, 


yp 一 了 = -人 


交 一 4，6，… 殉 能 使 久 (2 罗 ，g(2 一 1 过 22-T， 风 为 查 数 时 ， 


号 
g(p—1) = tt 


形 , 只 有 在 Y=2 时 龙 的 阶 数 半 可 能 取 到 -所 以 归 到 如 的 
这 同 群 有 未 恋 平 面 部 s_s 和 吾 。 的 情形 ,这 时 迷 向 群 的 基 可 选 为 


Chn | 0 | 
1 一 ~ fs Cn, — 
QO | ob， 0 log,, 


(8, B=1, 2; a, B=8, 1, 2p;: ps—nT ,+ (DO—1)?+%+ 1), 
式 中 (0%,) 和 (〈 络 ) 联合 在 一 起 , 生成 西 代数 的 实 表示 , 这 因为 
(ce 和.) 和 (co 和 ) 所 生成 的 李 代 数 必 须 有 交换 旋转 ,而 且 阶 数 为 
(和 一 四 .08 所 生成 的 李 代 数 六 ' 也 是 不 可 区 的 , 否 剧 , 它 必 须 是 


等 价 的 粮 性 李 代数 联合 而 成 , 它 的 阶 数 就 会 < 人 2 二 了 2 一 3 ， 
这 是 不 可 能 的 ， 此 时 迷 向 群 无 不 变 向 量 , 万 在 8,-1 上 为 可 迁 
群 ,因而 成 立 


Do — ofaLet, 0 + 二 ent, on] 


C6, 9 =I1, 3, 名 一 二; pn Np 1)2). 
在 适当 选取 了 wr 之 后 ,就 有 
Cj 一 人 Ci 一 人 0 和 5 一人， (6.9.25) 
在 此 式 下 他 p 一 ps, 4 一 a, 了 一 9, 避 一 得 


一 人 


mm 一 
了 一 
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由 此 就 得 到 唤 一 0， 双 合 p=pa ia j 一 8B, 二 5, 我 们 得 
CoCo — Ch ts = 0. (6.9.26) 
由 上 比 人 本纪 对 同 定 的 4，(eh%) 和 至 中 所 有 元 素 可 变换 ， 因 此 为 单 
位 障 和 ( 咯 ) 的 米 手 各 合 。 另 一 方面 ， 在 6.9.25) 中 分 p=11， 
$= 一己 ,一 8 ， 我们 得 
CS Cbs — CadFo — Canc = 0, 
注意 到 46.8.26) 就 有 once 名 =0， 因 (oa 其 形状 
0 1 
0) 
ce 一 曲 。 
在 (6:9.25) 中 分 P 一 pa 5 一 4, 3 一 0; 上 一 BB, 我 们 有 
一 (ma0y8 一 全 cany — 0, 
兵 此 可 昂 对 和 企 一 2 , 反 称 随 (c4a) 和 和 6h 只 着 一 常数 因子 ,双全 六 
二 ,名 二 机; 二 区 着 一 后 得 到 
ChnCae™— ClnOye— Cncuy ~—0, 
中 此 就 有 ncaa 一 0, 因此 得 26 一 0， 再 在 (6:9.26) 中 分 只 一 pa 
和 =， 7 一 上 了 ,上 一 0 我们 有 4 
Cep:02 = 0. 
从 此 有 人 臣 ; 一 六， 因而 得 到 
Dor=00[Eo, od, Do =—=0%, [or, cer], 
所 以 -1 为 斐 积 空间 , 这 是 不 可 能 的 ,因而 不 会 发 全 这 一 情 束 . 
当 力 = 二 3 时 ,对 训 而 谨 , 有 下 刚 梧 种 单 参 数 的 迷 向 群 . 
(i) 巡 向 群 的 李 代数 元 素 可 化 为 。 


所 以 由 些 贺 能 推出 


0 1 0 性 
-1 0 0 0 
0 0 0 kl 
0 0 一 站 0 


上 L 

1 了 - 

J P= . 1 -= 上 

下 ”这 让 _ . 
Ee 
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这 时 群 为 可 迁 . 当天 土 2， + 序 时 各 率 六 为 欧 氏 的 ,= 士 2， 
二 于 时 ,种 素 分 解 为 两 个 员 常 曲率 弹 索 之 和 ( 见 Vrancenu[1]， 
访 者 也 可 直接 用 我 们 所 一 直 使 用 的 方法 直接 做 出 这 一 畦 果 ) , 因 
此 这 是 不 可 能 的 ， 
fi 于 商 群 为 口 (后 xOf xD 人 车 互 在 必 上 为 可 迁 ， 
则 依 836 得 出 上 + 的 粮 素 , 宅 共 有 四 种 
da 一 da? 十 dao3 (dot, do3 各 为 一 条 和 常 曲 榨 的 秦 素 ) ， 
083 da oe? | (dsy 4 (dt)2], 
ds? = Cw) + ath 让 
T+ 二 上 2) 十 (1) 引 
dg)2 4 (do9a 
上 全 Fas Ge 
ds = (det) ee [do A (gs drt — wt dws) 
te ws [dr + de), 
第 一 和 第 二 种 稀 梁 是 滋 积 空间 的 妨 过 ,因此 基 永 可 能 的 ,第 二 第 
四 种 楷 素 属于 形状 从 .9.8), 但 因 其 中 有 ee- 天"*T[(dw3)2 十 (dw) 
项 , 所 以 这 也 是 永 可 能 发 全， 如 果 吾 在 访 上 永 可 迁 , 了 五 的 
防 数 和 过 8 二 一 二 
双 当 0 一 4，g 一 生涯 ， 也 有 |- 字 ] + 2 +2p-1 
一 上 十 革 , 这 时 应 该 对 应 一 个 已 (8) 的 可 秋子 群 , 宅 有 一 4 条 的 最 
大 不可 用 乎 面 ,而 阶 数 应 等 于 8, 且 迷 癌 群 让 分 为 丰 积 。 这 迷 疝 
车 愉 能 是 定理 6 的 证 明 中 %=8 时 所 出 更 的 情形 (i)， 但 依 定 于 
6 可见, Ss 的 娘 素 会 成 为 欧 直 的 ,这 是 永 可 能 的 .因而 ,五 的 阶 
yD" 十， 这 便 是 所 要 证 的 事实 . 
这 样 ,我 们 便 在 一 切 的 情形 下 ,证 明了 定理 的 论断 , 


[Pi ie i 上 
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其 这 个 定理 与 定理 2 就 能 推出 
推论 ”非常 曲率 空间 的 运动 群 如 迷 向 群 汐 不 可 莉 ， 则 群 的 


参数 个 数 所 | 各 | -+m 


8.6.10 齐 性 Riemann 空间 完全 活动 群 的 
参数 个 数 ， 空 阶 性 


在 $86:2 中 已 提 汉 , 常 昌 率 空间 〈 包 插 欧 兵 窑 间 ) 容许 最 大 


套数 运动 群 ， 套数 为 了 个 , 记 了 为 Riemann 空间 ,的 


学 全 运 开 群 的 窗 数 个 数 , 主 竺 锅 日 ] 普 先 得 出 了 等 名 尖 和 
时 | | 
lr nt) (a¥4) (610) 


不 可 能 发 生 , 这 称 为 运动 群 的 第 -- 空 陈 性 , 它 大 大 改善 了 Hubini 
的 古典 结果 (特别 是 在 呈 较 大 时 ), 后 来 Eroponca， 矢 野 o 等 
人 继 积 研 究 这 一 问题 , 矢 野 得 出 运动 群 阶 数 为 4 一 二 1 时 
的 Riemann 宏 间 的 娘 案 形式 , Eropos 得 出 完全 运动 群 的 第 二 
空 路 是 3 


(nl) (n—2) +8<r<inm—1) +1. (6.10-2) 


在 本 节 中 我 们 要 芥 出 依次 得 到 齐 性 Riemann 宏和 间 完 仿 运 

动 群 的 空 绚 的 方法 , 并 在 % 有 适当 女 制 时 , 确定 了 最 初代 个 次 
隐 , 拓 定 出 完全 运动 群 取得 最 大 的 15 个 阶 数 (内 数 个 数 ) 时 所 对 
应 的 Riemann 空间 的 殉 素 .这些 转 果 ,我 们 将 用 一 表 列 在 本 节 
Fropos 是 在 Riemann 崖 间 ( 了 限于 正定 ) 太 是 Elingtein 些 测 的 假定 下 


得 到 这 个 空 阶 的 ,在 后 交 中 ,我 们 可 看 到 对 正定 Riemann 空 烦 这 个 假定 并 六 和 葬 贾 ， 
苦涩 中 在 1 一 243 的 假定 下 ,得 到 运动 车 的 第 二 罕 陈 是 (6-10- 四 ， 


-= - 
- -- 1 
es 
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最 后 ,依据 这 里 的 方法 空 隧 可 逐个 的 确定 下 去 (有 胡 和 和 上 全 [6]). 
这 旦 姑 访 的 是 宛 全 运动 群 的 空 隐 ， 因 为 该 样 已 可 把 运 动 嫩 

参数 个 数 较 多 的 齐 人 性 Riemann 空间 无 瀑 漏 地 决定 出 来 .在 决 


定 了 完全 运动 群 的 空 陈 之 后 ,如 要 了 研究 -一切 运 动 群 的 空 耻 , 所 需 、 


于 做 的 事情 基本 上 上 就 是 决定 直 变 群 和 拟 直 朗 群 ( 鼻 惯 性 指数 为 
也 的 子 群 的 室 障 性 ,这 是 一 个 纯 代 数 问 题 ， 同 时 措 出 ,已 知 容 音 
本 了 迁 运动 拜 G+ 的 Risamann 空间 六,， 要 验证 全 为 天 ,的 完全 
生动 妊 , 节 往往 需要 克服 一 定 的 困难 ， 

下 面 我 们 先 利用 6.9 中 的 夸 果 得 出 定理 二 ,2 ,定理 2 共 出 
卫 抑 全 运动 群 所 不 能 取 到 的 一 部 分 防 数 .我 何 双 和 给 出 了 有 关 混 


全 运动 的 定理 3, 蕊 对 确定 完全 运动 群 空 孙 时 是 很 有 用 处 的 . 接 


有 我 休 开 始 逐 个 确定 第 -- 到 第 及 空 障 . 

削 硬 指出 , 当 我 倍 写 出 一 种 糠 素 时 ,实际 上 还 可 对 证 乘 上 一 
个 常数 因 于 ,但 我 们 总 是 不 再 指明 这 一 点 ， 

我 们 上 先 链 明 

定理 1 裔 站 ,wn>>2) 为 非常 曲率 的 齐 性 Riemann 空间 ,其 


完全 运动 群 的 阶 数 >| 3 | -+n; 那 末 迷 向 群 豆 必 上 形状 
H=G9) xOn—g), 
于 此 G(g) 为 0(g) 或 其 于 群 , 双 9 拓也. 
【 填 】 依据 前 节 定 理 2, 8, 六 ,的 迷 向 群 必 为 可 锡 的 ,因为 


这 时 迷 向 群 的 阶 数 >| 他 | ， 访 雁 数 最 大 的 不 可 锡 不 变 平 面 的 


蕉 数 为 mm， 分 两 种 情形 考虑 。 
(i) oo>| 全 |， 这 时 必 有 


[> + 


1 
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、 m1 a 

这 是 因为 ,此 不 等 式 右 边 <( 显 ) 十 包 一 加 一 名 一 -和 而 由 前 
当 一 一 一 

节 引 理 3 在 | |<m<n—1 时 ， (他 ) + 


在 mn 一 1 时 取 到 最 类 值 一 名 十 二 , 它 的 确 < 全 | .因此 根 


据 鲁 站 定理 迷 向 群 分 为 直 积 (9) x Gan 一 各 (% 一 9 一 mm)， 
于 此 cam 一 9) 或 0(w 一 四 或 其 不 可 移 字 群 . 
(5) m 志 | 号]， 设 各 不 可 斩 不 变 在 而 的 条 数 为 za1,ma，…， 


ns, | oi, Ta, Nhs 二 [号 |， DUT Tmt =, 这 癌 群 


知 , 当 兄 为 偶数 2 , s 一 2 mw 一 ma 一 p 时 , 六 取 到 最 大 值 
PEE) + PP 一 pn 


当 名 为 奇数 29 十 1 时 ,六 的 最 大 值 由 8s 一 8, mi 一 "9 一 Dmg 二 1 
取 汉 ,这 个 最 天 值 仍 沾 于 品 ， 因 此 (这 是 条 可 能 发 符 的 . 

从 而 过问 群 为 走 积 i(g) xGatm 一 人 ， 如 Gate) 无 不 变 向 
量 ,我们 应 用 洪江 的 定理 ($6.4) 可 知 六 , 为 乘积 空间 

ds? 一 ds? + da?, (6-10.8) 
于 此 si 是 迷 向 群 为 Cat) 的 9 稚 漠 性 Riemann 空间 的 其 夫 ,ds3 
是 述 问 群 为 Gtw 一 9 的 齐 性 Riemann 空间 的 入 素 .如 ds 不 是 
常 曲率 的 , 则 d 吕 的 迷 向 群 阶 数 二 | 全 9|. ,此 为 不 可 能 ,所 以 
dsz 必须 为 常 曲率 的 ,由 于 我 们 记 计 论 的 是 完 双 运动 群 , 因而 
Gatn—g) 一 二 一 中， 

当 G1(9) 有 不 变 章 量 时 , 如 Qsn 一 9) 有 交换 旋转 ,其 nn 一 og 

为 偶数 ,Gln 一 g) 的 阶 数 < (村 2), 此 为 不 可 能 ， 饭 然 Gs(n 
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一 9) 无 变换 旋转 ,我 们 可 以 利用 上 上 节 定 理 荆 得 知 空 间 的 枪 泰 必 
为 (6:10- 引 或 


持 


ds —dst tom YP (Cap)3， (6.10.4) 
旧 


&= 和 十 
这 里 的 d81 为 以 Gi (9) 为 迷 向 群 的 9 共 齐 性 Riemann 空间 的 糖 


束 , 生 运动 群 的 方程 包含 有 
和 一 和 二， 


而 所 瞪 的 是 完全 运动 群 ,因而 也 必须 有 Gln 一) 一 0tn 一 9) , 定 
理 诈 毕 

在 定理 工 的 鲈 明 中 ,也 答 出 了 空间 的 粮 素 形式 

根据 上 迹 定 理 , 就 可 以 知道 , m% 茜 齐 性 Riemann 空间 的 先 
全 运动 群 的 迷 向 群 的 阶 数 如 大 于 | 全 | , 则 必 有 一 4 一 g 枞 不 变 
平面 ,a, 且 迷 向 烙 在 其 上 的 诱导 为 O(n 一 9) , 迷 向 群 又 分 为 宣 
积 ,在 加 -的 互补 平面 ,上 钥 导 群 的 阶 数 在 0 和 09 二 已 之 
间 、 

从 此 就 得 出 

定理 2 齐 忻 Riemann 空间 的 完 允 运动 群 的 阶 数 + 不 能 条 
取 下 述 数值 : 

@—g Dmg) gt Dra 


<r< (Dg Dn (6.10.5) 


式 中 3 要 满足 
—g—1) (ng—2 : 
(ng } 2 gt > 全 | ，(6.10.6) 
并 县 允 要 使 4.10.5) 有 高 这 ， 
刊 用 这 小 定理 可 太 得 出 完全 运动 群 的 阶 数 不 能 采取 的 主客 


-到 
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数值 ， 但 为 了 确切 地 依次 得 到 每 一 空 陵 ， 草 还 需 做 进一步 的 工 
作 , 疙 此 , 需要 研究 dsi 的 运动 群 ， 讨 戎 有 关 的 辫 素 16.10: 员 ) ， 
(6.10.4) 是 否 有 混合 运动 等 等 ， 

为 了 肯定 某 些 钱 立 的 完全 运动 群 的 界 数 ,我 们 要 证 

定理 3 说 年 可 和 煌 的 Riemann 空间 了, 的 炮 索 为 

ds? -二 es (6.10.7) 

式 中 : 

Cs 一 (Ce 二 et > (der), dg 习 ， [demys (6.10.8) 


如 果 天 夫 0, 1 则 空间 无 单 参 数 混 合 运动 ， 又 8 一 0, 工时 确 有 混 
合 运动 
[证 】 病 所 为 空间 的 一 个 Killing 向 量 , 写 出 Killing 方 


程 ,其 中 包括 ， 
DE _ DE 
Br Te Brr 一， (8.10:9) 
9 1 | Lr 
oe 十 好 7 0, (8.:10.10) 
er tte Se + Se 0, (8.10.14 - 
1 
arr —0, (6.10.12) 
DE OFT 
ke" =—2 2 《一 6 (a, a 不 是 作 和 )。(6.10.18) 
把 (8.10.9) 关 于 当 徽 分 ,利用 {8610.12) 滤 得 
DE™ Oar 


0 


EE 


Bar (Or) ™ 
大 此 得 
Er eo" Ar (wm, we) 十 Be (wr, ma) 
(a, B=g+1, ,nm; g—2, ,9), (6.10.14) 


oF 
和 
上 
了 
到 
i 
上 
本 
- 出 
.1 
7 
. 
这 
-lr 
“已 
刘 
下 
" 
2 
Lr 


一 = 于 LL ” 
1 ee en 
mh =, 
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把 (6.10:10) 关 于 微分 , 利用 6 10-12) 式 得 


Or 【Don 
从 此 得 
Ele (C1, 3 1 十 天 (2 ， tt) 
(gq, b=2, ,9). (8.10.15) 
叉 从 (56:10.:9) 关于 微分 ，(6:10:10) 关于 蚤 微分 , 消去 
号 它 生 - 
-5 ,得 到 


emo 2 一 28) 
Or Or' Or \ Bp® /i 


用 (6.10.190) 把 使” 消去 ,得 


OE" 
中 一 其 下 1 OC? 1! DE? 一 - 真 汇 卫 人 cs 
goer (th)e Br Bl 人 )， 
或 
1 8 OE Beta 
”Be On™ ) 1 Bw” ， 
所 以 
AE? ip 们 ' 
Pm ee? Eap, wi). (6.10.16) 
同 料 可 得 
6° — Ti 
Fe eo iialw", ve) (6:10.17) 


上 4 10 115) (6.10.16) 式 得 


肥 冰 可见 ,如 到头 十 1， 则 如 8 一 0 双开 一 工时 ， 应 及- 
ping 
一 0, 从 (6.10.14) ,(6.10.17 式 醋 见 


De 
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Fl 
i 2 二 =- 让 本 人 Hi 


氏 
如 好 
上 所 以 在 大 土 1 时， 


BE _ "0 
DT Or " 
当下 天 圭 1 ,0 时 , 由 .上 式 及 (6:10.12), (6.10.13) 式 可 得 如 
= 常数 ,再 从 (6-10.9) , (6.10.10) 得 到 2 一 0， -2 一 0, 因 而 


人 单 为 ope 的 醒 数 ，6e 单 为 必 的 面 数 ,运动 是 非 混 合 的 ， 


88” 2” ， 
OP" 四 中 
下! 
a OU ,OF : Od®” BB’ 
9 不 是 作 和 )， 
可 岂 


ao ， 84* ， Bm ape 
而 2 pm 一 心 ， Br Er 摔 部 ， 


1 BE™ 四 呈 
所 以 如 -常数 , 由 此 得 -er 一 0，-555 
[6.10.15) 可 山 


6 一 
页 # 为 非 混 合 的 . 
沼 志 二 1 时 ,空间 是 时 当 曲率 的 , 故 有 混合 运动 ; 叉 =0 时， 
nD 运 到 ,因为 这 时 芋 素 还 可 与 为 
人 5 一 《02 十 CdR) 
十 Le He {dr 3 (de")2}]. 
定理 莫 毕 ， 


es 
= Tr ， 

r 国 一 
了 于 过 


贡 . 


交 
[| 
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现在 依次 列 思 襟 际 来 ,为 方便 计 , 我 们 用 gog 记 9 稚 第 肝 牵 


二 
(i) 9 一 0, 当 m%>4 时 46:I0.6) 能 满足 , 我 们 得 束 知 的 完 


全 迁 玛 媳 的 第 一 罕 隙 , 即 了 未 能 满足 
人 Te et). 


而 当 ?一 一 和 一下 十 1 时 ， 相 应 的 碎 索 应 为 


— {dw do i， (6.10.18) 
或 
ga 一 《got 二 eakar > (dz) (6.10.19) 


显然 (6.10.18) , 《6.10-19) 容许 人 “+ 阶 的 非 混合 的 运 : 


动 群 , 又 人 6.10.18) 式 中 当 do3 1 不 是 欧 氏 时 , 它 的 党 全 运动 群 
阶 数 为 忆 , 这 是 因为 非 欧 氏 的 ge3_: 示 容许 存 对 平行 向 量 场 , 因 
阿 (6.10.18) 不 容许 单 套数 混合 运动 的 称 故 . 

移 案 (8.10.19) 为 常 曲率 空间 的 多 素 ， 其 完全 运动 群 的 只 数 
RB, an 1 


(ii) gl, 当 %>8 时 ，(6.:10.6) 能 储 满 足 ， 我 们 得 完全 运 
动 群 的 第 二 空隙 是 了 不 能 满足 


地 (ml) (n— 2) +8<r< n(n 1) 十 二 


完全 运动 群 只 数 为 "一 总 De- 时 , 迷 向 豆 
必须 是 QO{2) XO 一 3), 煌 应 的 获 素 为 

必 dad dao?.s. ‘6.10.20) 

当 且 仅 当 Qoai, con 不 全 是 欧 氏 糖 雪 时 ,它们 之 中 宝 少 有 一 个 不 

容 有 息 对 平行 向 最 场 ， 因 此 空间 了, 不 容许 混合 的 单 肉 数 运 动 


四 里 
各 
Ee | 
4 i =- 二 -= 


La 


§ 6.10] 齐 性 Riemann 空 陪 完全 这 动 群 的 乱 数 个 数 。 空 际 性 239 
群 ,所 以 它 的 完全 运动 群 的 阶 数 确 是 Rs. 

再 合 7 一 一 如 一 起 名 一 节 2, 这 时 迷 向 群 为 OC(1)x 0(1) 
xO (ln 一， 相应 的 条 素 必须 是 


ds? — os? + Hoi_,, (6: 10.21) 
ls 一 ds9 十 eatet > (dg) 2 (6.10.22) 


但 dsi 是 容许 单 杭 可 迁 群 的 2 条 Riemann 空间 的 入 素 , 因此 定 
是 2 稚 中 常 曲 于 空间 , 疙 过 (6.10:21) 归 大 入 迪 (6:10.20) ,而 入 
腾 (6:10-22} 除 一 常数 因子 外 还 可 写 为 


ds = (dw) + 0 (de) + ome Y (don)2 (6.10.28) 
尽 定理 3 可 局 , 当 剖 关 0,1L 有 时 , 宦 的 完全 运动 群 确 为 及 , 且 在 7 
>8 时 ,成 立 忆 >| 党 | 十 和 
(ii 9 一 2 610.6) 在 %>10 时 成 立 , 我 们 得 第 三 空隙 
ocr< le- DY 


这 时 可 半分 汐 


1) 合 Bs 一 (2 (一) +6, 相应 的 迷 向 群 为 0 (8) 


XxO(n 一 8)， 以 Bs 为 完 信 运动 群 的 禾 案 为 
dedod+tdo? ss, (6.10.24) 
式 中 os, dort_s 不 全 是 欧 夺 的 . 
2) 0(3) 的 最 大 子 群 为 0() x 0( 罗 , 相应 的 迷 D 疝 群 为 
O(n-8) x 0(2) x0(D, 合 Re= 名 一 9 一 引 4， 完 全 运动 


” 群 套 数 为 Ee 的 欧 素 必须 是 


Gs — ds? do?_s, (8.10.25) 


的 mn 全 
= 四 1 a 
- 二 本 二 
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ds?— dai eT > (dw 3, (6 10.26) 

广电 ds? 是 章 性 Riemann 空间 Fs 的 人 生态, 有 Es 的 迷 呵 群 汶 
QI) xO2)， 大 昌 .c6-140.26) hasi 的 运动 群 上 方 程 中 包 售 2 一 4 
十 ct， 因而 上 述 钨 率 叉 可 更 具体 的 如 为 下 出 五 种 形式 下: 

a) ds’ — (am) ?dat dco? s, (6.:10.27) 
pb) ds (dp Yo- S (dyr)s4 da?» 

和 二 当 

0) ds = (dot)2 十 Cream 5] (dw*)?, 

d} ds 一 (Go 十 Ga Yd Be So (8:10.28) 

©) dao—dsit dg,, (6 10.29) 


wd — me Ar 3 
4 一 二 4 人 } 
T 十 村 上 人) 十 (ww) 引 


(ow? }3 十 (on? ) 人 2 


人 L(+ (a) | 


(&, B, 6—2, 8; f=4, +, nn; A, KK 营 数 ,A=0). 

我 们 广 意 到 科 率 b) 中 (do? 十 e327 驹 (dw 中 ?是 3 条 英 常 曲 
率 空间 的 糖 素 , 因 而 b) 具 形式 (6.10.34) , 这 里 的 迷 向 车 相应 的 
运动 群 不 是 完全 运动 群 .对 于 粮 素 4d) ,由 定理 3 可 知 大 夫人 1 时， 
完全 运动 群 的 阶 数 为 Re, =0, 工时 ,这 里 的 迷 向 群 相应 的 不 是 
完全 运动 群 ， 

我 们 又 广 次 到 杰 索 8) 中 do3 与 40?_s 均 不 是 欧式 时 ,条 索 8) 
不 能 容许 混合 运动 , 因而 它 的 完 从 运动 群 的 阶 数 为 Ro, 但 当主 
们 之 中 至 少 有 一 个 半 素 为 欧 攻 时 , 它 容 有 混合 运动 , 完 双 运动 群 


4 十 于 e) 中 的 def 的 运动 群 不 包含 方程 剂 = 吕 十 cl 故 不 能 利用 官 构成 其 素 ， 
(6.10.26) 


= 
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的 阶 逆 二 上 Be， 此 人 针 六 这 眉 中 ?十 er 计 [02)* 海 如 一 2 条 


芙 常 曲率 芒 素 , e) 归 大 到 (6.10-20) , 这 里 迷 向 群 所 对 应 的 不 是 
元 全 运动 群 . 

久米 9) 是 分 为 站 积 的 ,dsi 的 完全 运动 群 为 9s, dg?_s 的 完 
全 运动 群 的 阶 数 为 好 一 8 二 避 ， 这 时 和 如 有 混合 运动 , 划 d 吕 必 
有 站 对 拉 行 加 成 场 ,其 中 的 向 量 丰 G4 的 迷 疝 群 挛 挤 之 后 仍 应 属 
于 一 个 粘 对 平行 向 量 场 .说 六 为 炮 对 平行 向 量 场 的 一 个 向 量 ,如 
FF 即 为 迷 问 群 的 趟 变 问 量 , 剧 gs 诈 为 (dz? 十 gas (2) dw dw? (4， 
0,C 二 2,3) 的 形状 ,这 和 qs1 的 表达 式 耶 盾 . 如 六 不 是 不 变 向 量 ， 
肥 这 3 稚 的 Riemann 室 间 至 少 有 两 个 测 亦 的 王 行 向 量 场 ,453 为 
欧 氏 的 ,这 也 是 不 可 能 的 ， 因 此 空间 不 容许 混合 运动 ,所 以 具 舌 
染 8) 的 Riemann 空间 党 全 运动 群 阶 数 为 Rs. 

因而 完全 运动 群 阶 数 为 好 -2 人 8 一 中 十 4 的 Riemann 宏 
间 疡 >10) 光一 盏 ] Xx SxS alo Hy, Dn #8) 或 其 
角 素 鸭 (6.10.:28), 但 0, I, 或 (6:10.29), 反之 本 成 立 . 

由 于 Re 一 Rs 一 2, 所 以 当 n>10 时 出 现 了 第 四 裕 际 

站 十 品 


3) 迷 向 群 为 O(D x0 (I) x0 (DD) xOt- 3) 的 情形 ， 合 


i 一 导 一 2 人 9 一 3 8, 这 时 迷 向 群 有 3 个 独立 的 不 变 向 量 , 了， 
的 本 吉 上 必 可 作为 


a) d= ds2-F do s, (6.10.830) 
这 里 必 ; 容许 单 祁 可 寺 运 动 群 ,或 
b) da? — dg? 4 e—22 > (aas (6.10.81) 


这 里 ds 容许 单纯 可 迁 群 , 且 包 合 方 程 瑞 =+e 


242 A 者 性 Risemann 空间 三: 
当 《6.10.80),(6.10.831) 中 的 3 稚 群 空间 的 完全 运动 群 就 
是 Ges， 且 这 些 长 素 不 容许 混合 运动 时 ， 竺 全 运动 群 的 阶 数 确 为 
tr. 
”我 但 不 者 一 一 分 析 这 些 知 空间 ,但 这 样 的 空间 是 存在 的 , 例 
如 对 多 对 为 
ds1 = (dm) ?+ eo Mr (dw)? +e Cm) 


的 3 粹 群 空间 就 可 利用 它 和 非 欧 氏 的 do3-s 构 成 炉 素 (6.10-30), 


它 的 元 全 运动 辞 的 参数 个 数 束 是 itr. 


这 里 我 们 还 注意 到 , 虽然 在 4% 一 二 时 , 人 一 2 一 3 +8 


>[ 至 | 十 缉 , 恒 在 一 12 时 , 却 有 人 一 3 一 | 十 册 


-48, 在 n>12 时 ,容许 针 一 2 外 一 全 +8 参数 的 完全 运动 群 的 
Riemann 空 疝 全 部 归 太 于 情形 33). 

再 继 态 考察 第 五 到 第 凡 容 际 ， 

(iv) 93412,， 9 一 和 时, 06.10.6) 能 满足 ,出 再 第 五 空 障 ,部 
示 能 满足 不 等 式 


一 一 人 +10<r< 2m. 


傅 虽 (4 的 于 和 群 可 再 考察 


1) 迷 向 群 为 0(4) xOn 一 分 ， 合 有 本 一 各 一 一人 十 10， 


祖 应 的 梦 煞 为 
de = A023+dor 4， (6: 10.82) 
因而 六 (>12) 的 完全 运动 群 为 Re 的 讽 要 条 件 是 人 访 ==S5 
Xnas 但 ,4-4 个 全 是 欧 氏 的 ， 
2) 迷 向 群 为 于 (4 xOG- 轨 ,这 里 站 (g) 为 0(9 的 最 大 
未 可 简 了 季 群 ,这 时 区 素 应 分 为 直 积 


身 必 "工人 齐 性 Riamamnmn 任 闻 完全 运动 帮 的 参数 个 数 ， 符 陆 性 人 4 
ds* =— da? + do2.4, (6.10.89) 
式 中 ds? 为 应 不 (人 为 迷 向 群 的 Riemann 室 间 的 久 素 , 这 种 六， 


”的 迷 问 群 的 李 代 数 由 


0 
0 
0 -1 0 
和 生 脱 本 换 的 反 称 障 和 此 苞 .， 利用 Jacobi 恒 黎 式 , 构 过 直接 《但 
有 些 繁复 的 ) 计 算 后 , 就 能 得 到 : 对 六 的 运动 车 Gs 而 言 ， 可 选 
远 当 的 微分 算 了 于 下 as 有 (4 二 1, 2, 8, 4; 和 =, 6, 了，8) 丁 有 
cs =0, 0 一 0， 6%,=0, 60,=0, 

县 和 属于 一 点 的 安定 车 , 因此 访 就 是 欧 氏 的 加 局 ,多 素 

(6-.10.83) 就 归 久 浏 (6.10.82) 墙 ， 
3) 迷 同 群 为 时) xD (8) x0m 一 和, 依 46.9 定理 工 生 
§6.6 的 车 时 可 知 ,可 能 的 枪 素 为 
a} 0s? = (ds) ?+ do do ,, ‘(6:10:84) 
b) ds’=— (dwl)2+ eae D3 (Ger)? + da, 
©) dss— (dw1)2+ ao- 六 (CC ， 
dd) 中 3 一 Ge) 十 -0 (de) 
te (dm) 3, {6.10.35) 
和 (情形 ?2 一样 地 分 析 可 知 ,了 ,Cw 之 1 的 完 信 运动 群 的 阶 数 
为 Ro 一 外 一 人 加 一 币 9 的 序 要 条 件 是 ,的 米 素 为 (6.10.34) 
或 (6. 1 .35), 但 (6.10.34) 中 dc3 dc3 都 不 是 欧 氏 的 ,(6.10.3D) 
中 #0, 1 
4) 过 后 群 为 xOn 一 4), WI'( 和 4) 为 OC 的 8 有 阶 的 不 
9 在 Yzaneeme[ 匡 中 只 指出 7 是 对 称 宪 间 ， 


二 
人 
PE 


D44 济 性 Riemann 持 曾 [再 关 窜 
可 物 子 群 ,这 时 钨 滋 应 为 
ds3— ds + doi_a,., 
dst 是 迷 向 群 为 对 "(办 的 齐 信 Riemann 宏 间 了 4s, 已 知 Vs 应 为 
欧 兵 空间 ， 这 种 礁 素 前 看 已 出 更 过 ,因而 这 串 出 更 的 运动 群 不 
是 宛 全 运动 笠 . 
B) 迷 答 群 汐 0{2) xO(2D) X00m 一 和， 对 应 多 粮 厅 为 
ds3=—do2i dai doi (8:10.36) 
当 式 中 出 现 的 三 个 稚 素 罕 少 有 两 个 不 古 欧 天 时 ， 它 的 完全 运动 
群 的 阶 数 为 Rio— (0 让 人 十 6, 当 m 之 14 时 ， 
和 10 > 至] 十 
6) 迷 和 镶 群 有 正 交 的 不 可 蒋 不 变 平 面 忆 ,加 s，, 4, 但 在 
BB, + E, 上 只 议 导 出 单 肉 玫 的 旋 罚 群 ,这 时 相应 的 钨 素 为 
ds = ds37 + do sa, 
dsi 只 有 1 阶 的 迷 得 群 肥 无 不 变 向 量 , 有 晶 迷 向 群 不 分 为 直 积 ,如 
前 章 所 奸 明 的 , asi 是 欧 氏 黎 索 或 是 入 未? 
一 和 
十 Er (Ar ?+ (Ar ) ?+ de few)a 
7?) 迷 向 群 为 OCD x0O(D) x 002) xD 一心， 相应 芒 素 为 


ds3 一 Getados (6.10.87) 
ds — Ws? ea > (dg) (8.10.88) 


这 里 di 为 迷 问 群 有 2 个 不 迹 向 量 场 的 4 稚 齐 性 Riemann 窗 
辣 , 机 依 $6:6 中 的 所 法 写 出 ,其 车 果 是 

a) CS 一 《Go ?+ etn (dg 2 + dgY, 

b) dsi= (dw )? et (dw) oe el (drm) (dg) 3], 
”这 个 闭 业 是 小 避嫌 同学 计算 出 来 的 ,是 对 Y ranecenu[Ll] 的 一 个 修正 . 


{ 


Lin 


=” 


+ 101 齐 性 Ribtmanm 空间 完全 送 动 群 的 拓 数 个 数 ， 罕 及 性 245 
cy cs 一 (dvr+ ans+ A 
1 十 本 [Ge 二 (的 3 
了 1 得 隆 们 马 

一 + (oar) (A #0Y, 
上 二 年 [Ge92+ (6) 

d) BT 一 (2 十 BT 入 【人 十 2 人 人 

二 eamF(laea)aT (da) 《4 关 0)， 

共 中 有 一 部 分 厂 汇 【〈 为 节省 篇 幅 诈 ,和 不 一 一 进行 大 证 ) 的 完全 运 


动 群 的 阶 数 Ba 一 名- 世人 一 分 二 5， 当 %> 芭 时 ， 
| 
Ra>| 全 | 十 师 ， 


8) 迷 向 群 为 0{1) xD XGOGD x0O(D xD 人 一 和 ， 相 应 
的 粮 滋 为 


dc (6.10.39) 
ds 一 bi? eaz (Aa), (6.10. 40) 


这 里 的 d81 是 容许 4 关 数 单 太 可 迁 群 的 Riemann 空间 的 长 素 ， 
下 (6.10:40) 中 还 要 求 运 动 群 的 方程 中 包 念 民 = 各 十 ol， 当 这 些 
村 空间 不 容许 更 大 的 运动 群 旦 禾 素 元 混合 运动 时 ， 寂 们 所 容 有 
的 最 大 运动 秤 的 阶 数 为 Rua= 0) Dg 当 的 > 并 4 村， 


= 名 
es: | 全 二 nm. 

从 这 个 分 析 本 见 ， 尘 全 运动 群 的 第 大 容 陈 为 mw> 4 时 阶 数 
尖刀 一 光一 ln -Dg 


(Vv) 最 后 , 取 %w 之 14, 9g 一 4 能 满足 (86:10: 人 六 ,从 此 得 到 完 痊 
过 动 群 第 上 蔬 空 隆 为 了 不 能 满足 


(mC 4 1 人 tt — BD) (nC—3) (mn—4) 
2 


十 1B < < 


了 


3 开征 Riemann 杰 疝 [ 辫 六 玖 
一 站 (一 打 n—8 外 一 生 ) 加 
但 在 n=15 时 ,9 一 一 D1B— (3) m4 + 70、 所 


上 记 这 个 空隙 实际 上 是 在 %> 芋 时 出 更 . 依 以 前 的 方法 可 陆 秘 得 
出 月 尖 的 空间 和 后 面 的 空 隐 , 例 如 当 迷 向 群 为 O(6)xOm 一 个 


时 ,有 有关 的 芍 率 为 
ds 一 Ce 于 Cos (6.10.41) 


如 do5 和 dos-s 都 不 是 欧 氏 时 ， 它 所 容 有 的 完全 运动 群 的 酉 数 
=Rs— -05. 
次 一 迷 癌 群 为 U(1) x0(4) x0(w 一 局 ,相应 的 条 素 为 
ds 一 《0 2+ dai+do?;s, (6.10.42) 
G8 一 (dv) +o-2 (Am) + on.s, 
ds = (do) do +e 【Go 
OB = (Op) eo 2 > (Ge 站 十 Be (aa (6.10.48) 


n>16 时 ,我 们 有 Ri 名 多 人 @ 一 加 .11> [入 | +n, 因此 得 


Riemann 空间 了 六, (n>16) 的 完全 运动 群 阶 数 为 Ru 的 充 要 条 件 
是 记 一 以 Xx Sex SolS8s, Se 都 不 是 欧 氏 空间 ) 或 纺 索 为 
(6.10.48) 形 式 的 Riemann 空间 ,其 中 0, 1 

寿 比 我 们 已 央 定 了 第 趟 个 空 障 , 邵 r+ 水 能 满足 


(0 tii<r< m5 1s (n>16), 


到 此 ,我 们 已 决定 丁 义 个 空 队 和 一 切 的 有 关 鱼 素 ， 
更 把 这 入 个 实际 及 有 关 米 索 列 表 于 后 ,为 方便 计 , 我 们 引入 
下 列 各 号 : 
S.(<0) 为 丰盈 常 曲 率 空间 ，S。 为 % 条 常 曲率 空间 . 
4 一 站 1 
加 是 完全 运动 群 为 % 寡 数 的 条 群 空间 ， 


™ 


a 


3 如 


一 
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3 站 和 并 性 站 iemamm 此 疝 5 将 坟 汪 
on (2 一 二 是 完全 运动 群 为 由 秦 数 的 部 灯 群 哗 间 , 且 是 具有 
%% 一 工 敌 数 的 正常 子 群 . 
有 ,EE 常数 . 
比 外 ,所 到 举 的 杂 索 部 还 何以 添上 一 个 常数 因子 


$11 Riemann 窜 间 的 不 可 迁 运 动 群 
本 章 的 前 面 省 节 中 三 究 的 是 容许 可 迁 运 动 群 的 Riemann 
窄 间 ， 在 本 节 中 ,我 全 来 讨论 和 容 主 不 可 迁 运 动 群 的 Riemann 安 
于, 得 出 可 柱 运 动 群 与 不 可 迁 运 动 群 之 问 的 联系 , 井 构 成 次 诗 不 
可 迁 运 动 群 的 Riemann 空间 的 龙 素 形式 . 
首先 在 回 渊 第 三 量变 换 群 理 答 的 基 砸 上 来 讨论 处 蕉 空间 杰 
的 群 Go 的 一 些 人 性 夸 ， 冲 外 是 坐标 为 (的 ) 全 一 ,…, 和 的 有 条 宇 
癌 的 变换 群 ， 它 的 常 系数 独立 的 微分 算 子 为 Xs 一 总 -2 (a 一 1， 
人 和 而 Ot 的 沪 程 为 
sfi(g, ao) (6.11.1) 
Gh 中 使 空间 一 点 Po (lw) 不 动 的 变换 又 体 构成 Po 的 块 定 群 
Gam， 设 在 Polwb) 点 (65 (Ww)) 的 秩 数 为 zo， 如 fp, 依 袁 子 7 一 To 
个 参数 ， 这 是 因为 下 日 地 ) 一 o64 (zw) 所 生成 的 单 秦 数 变换 群 使 


点 Po ao) 不 动 的 充 要 条 件 为 人 (wo) = 0， 现 在 (名 (wo) ) 的 秩 为 
To， 则 042g0) 一 0 的 + 一 to 租 独 立 解 作 (3 二 To 十 1，…, 网 所 对 


LT 


应 的 % 一 To 个 无 雳 小 癌 量 ots 是 常 柔 数 独 本 的 ， 持 且 块 定 群 . 


Gp, 就 是 由 oc 中 4 所 生成 的 ， 

现 慷 他 基 芋 礁 究 关 的 不 可 迁 群 ,空间 中 任意 点 Po (wi), 在 
Gr 下 所 能 变 到 的 点 的 至 体 妈 作 跑 p,. 容易 看 出 媚 。 中 任何 一 点 
释 G, 的 变换 后 仍 变 到 器 5s, 中 的 点 , 且 能 变 到 跑 p, 四 任何 一 点 去 
(因而 对 作为 叶 p, 上 的 变换 群 (如 诅 导 群 ) 而 冒 是 可 迁 的 ) ,我 们 


§ G.114] Riemann 心间 的 不 可 入 运动 群 z 351 
称 Dts, 为 了 oo 点 的 最 小 不 变 洲 形 , 自然 它 节 是 六 E 录 的 最 小 不 
变 证 形 . 容易 证 明 ,最 小 杀 变 请 形 上 符 所 安定 群 同 构 ， 月 (5&9) 的 
秩 歼 相同 ， 
当 (5654 (07) 的 秩 为 zo 时, 于 p, 为 zo 稚 , 因而 况 p, 的 方程 为 
Tt = 了 ' (wo, a ) » 
这 里 ?是 in, 的 参数 ,但 和 着 示 昂 得 是 独立 的 。、 从 变 摘 和 群 的 第 一 
其 本 定理 可 知 必 二 (zw, @) 的 化 分 方程 
一 总 加 48(a)dos，， (6.11.2) 


于 


并 日 

.| A51 #0. (6B.11:8) 
将 人 6- 并. 田 两 边 以 sg 二 wo 代入， 由 野 p, 等 点 (如 ) 的 秩 数 一 样 及 
(6.11.8) 式 的 成 立 就 可 推出 (以 名 2) 的 秩 数 为 ro 因而 时 
是 zo 条 的 ， 空 间 中 一 点 Po 的 最 小 不 变 流 形 的 稚 数 未 必 和 其 近 
傍 点 的 最 小 不 变 流 形 的 维 数 相同 ， 在 二 者 相同 时 该 点 称 为 一 般 
点 ,我 们 只 娃 花 在 一 般 点 信 近 的 情况 . 

设 VV 是 和 条 空间 中 一 个 曲面 ， 如果 在 鱼 的 作用 下 , ,上 
的 点 仍 变 为 也 ,上 的 一 点 ， 旧称 六 ,是 介 , 的 不 变 流 形 ， 容 易 看 
到 ,一 般 的 不 变 汶 形 是 由 最 小 不 变 流 形 各 成 的 . 

现 指出 最 小 不 变 流 形 的 求法 . 裔 在 所 葵 的 区 域 中 , 选 障 
(E(w2)) 在 每 一 点 的 秩 数 都 是 6, 那 未 最 小 尿 变 流 形 的 准 数 出 为 
ro， 击 于 过 每 一 点 有 唯一 -的 mm 条 最 小 不 变 流 形 ， 所 以 它们 的 广 
程 可 写成 

i() =01, Fv) =O%, + Pr (wg) — Ore 
式 中 C1 ，…, C*-m 为 任意 的 和 常数， .…，r"- 为 独立 的 国 
数 ， 从 此 可 见 ， 所 ，，…，E*-™ 都 适合 方程 

XeF-0 (a=1, 2, 1, 7), 


" "I - - 风 忆 a : 1 = i, 1 一 = ” 
oe ee ee ee 


Eh Pd 
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相反 好， 由于 (54(2)) 的 秩 数 为 a， 且 由 村 [本 s， 生 可 
一 La 计 y 所 以 上 述 力 程 有 有 % 一 6 个 闽 注 的 和解 让， 所 
作 流 形 

(一 CI Fg) =0°, , Pr-melg) 一 Cn 

此 为 zw 办 的 ,是 狼人 二 的 不 变 流 形 , 因 此 也 是 二 小 不 变 洲 形 ， 

更 在 我 们 畦 人 人 讨 阶 Riemann 霍 辣 的 不 可 迁 运 动 掉 起 C， 
为 Riemann 室 间 站; 的 永 可 渤 运 动 梓 , 央 ,中 总 有 一 1 蕉 的 不 
变 流 形 . 和 性 取 一 个 不 变 流 形 访 ,在 上 已 选 好 华 标 他,…， 红 . 及 从 
六 的 每 点 人， 站 和 ) 作 和 人 广 相 志 交 的 测 地 各， 拒 这 一 调 地 竺 上 
企 一 战 厂 的 华 标定 为 他 和， 2 ,这 里 2 是 呈 沿 这 测 地 炎 
划 访 圭 的 点 的 有 向 距离 , 邢 末 人 入) 可 作为 窒 了 而 的 一 个 坐 
标 系 藉 ， 在 运动 群 5 之 下 , 测 地 炎 襟 为 测 地 炮 , 距 网 不 襟 ,因此 

1 = oOnst (G6.11.4) 

构成 一 各 一 4 蕉 的 不 变 流 形 。 从 一 co0nst,，…， 2* 一 const 为 
测 地 和 多, w 又 为 测 地 条 强 长 ,就 可 知道 Uhristoffel 视 导 gy1==1， 
及 由 


可 得 


£11 二 机 
a 
0 (l=2, .…, %). 
因 交 各 一 昌 时 fi 一 全 ， 相册 胶 症 gg 一 0， 因此 『 ， 的 炮 潍 为 


d= (QD)? gm (odde® m0, G11) 


又 由 于 名 二 (常数 ) 是 永定 流 形 , 依 微 分 算 子 这 的 音义 袜 即 可 
得 到 


入 人 一个， 
因此 得 
£1 0. (6.11,6) 
组 在 iing 方程 、 
rt Og | ws gp 2 一 站 


”Or 


F 
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(2, 2， 上 一 十， 和 a =|， 四 六) 
中 里 ==1, 7 一 就 得 到 


BOER 
tim Bl 一 心 【 TL 一 2 人) ， 


因而 2 床 依 束 于 江 ， 由 于 他 的 有 限 方程 斑 旦 微分 方程 
en on _ 
0 -一 oa)， 
因而 得 到 @;. 在 这 个 坐标 下 的 方程 为 
tli-gl, = wm ,a =, , (6:11-7) 
扩 且 从 运 荔 的 下 站 
gu (RI Aad g(a) dvide (6. 11.8) 
Tm 0l, we mdr m0, ety dda 
(EL, m, ho=2, ., ny, 
因而 2 一 证 不 这 流 形 x+ 二 中 上 的 运 
” 动 群 . 可 六 全 的 最 小 不 变 流 形 为 % 一 上 雅 , 如 >1, 则 太一 gr'(w3， 
WD 4 在 避 二 局 上 仍 是 不 可 迁 的 , 屠 末 可 在 V,_: 上 
做 适当 的 水 标 变换 st 一 Hem) ， 我 们 就 可 把 衬 一 人 (om， 本 ) 的 方 
程 化 为 


可 以 推出 


2, de, a0) (p, 9—3, +, n), 
因而 对 空间 大 作 举 标 变 换 
2 
群 GF; 的 方程 可 化 成 z 
2 一 对 ， =, Ph we). 

如 果 2? 一 (2 0) 在 一 (8 一 4， 2 二 仿 丰 可 迁 , 我 情 可 当做 
地 继 糯 做 ， 茶 后 必 可 选 得 坐标 ( 仿 记 为 他 诈 使 得 好- 的 方程 化 为 
Clgl, LI, PE A pf{ ,0) 

(二 gl 人 (6:11.9) 
这 里 侣 = gr? (wr, a*) 是 最 小 不 变 流 形 x 一 0 (6 一 1,…, 奏 上 的 


| 齐 性 Riemann 症 了 亲 [ 赣 夫 宣 
可 迁 运 动 群 , 记 作 他 
现在 我 们 进一步 将 容 有 不 可 寺 运 动 群 (6:14.9) 的 Riemann 
登 辣 的 龙 素 与 出 来 . 各 据 46.11.8) 及 (6:11:9) 可 得 
Ta Ea 0 ) dpe + gos (rr, 多 7) 3 dr dr 


四 
十 2 0) Br 万 COPY 


= gon EE) Om dr oa dr d+ da CH) Or ar 
Ch, 1 ps Oh, nh, C=1, 1 ). 


上 比 四 上 斌 项 边 的 基数 , 访 成 立 
Goo CR*, 0) — gau lV*, w°), (6.11.10) 


gor (Br, 1) San", 19), (6.11.11) 
OR OR 
gan (01, wn) 3 Sr gal, 0 (6. 亿 ,19) 


出 (6.11.10) 式 ,利用 所 在 不 变 试 形 姑 =o .上 的 可 迁 性 可 知 gi 
与 wr 无关; [611.41) 式 玉 示 当 wr 取 疙 芝 数 时 go (对 固定 是 
Gr 下 的 不 变 共 变 向 量 ,而 gor(& 一 1 ,…, 防 就 是 上 个 不 突 的 共计 
问 量 场 ; (6.11.13) 式 谣 明 多 .是 最 小 不 变 流 形 如 一 后 的 运动 群 
现 设 @r 有 个 独立 的 不 变 向 量 场 , 衣 为 外人 or) (一 二 和，…n， 
rz 一 二 人 , 蓝 @r 的 其 余 不 变 向 量 志 作为 它们 的 芳 性 租 合 ,因而 
ga ™— or (0 ) RE CLT), 
所 以 了, 的 炮 索 为 
ds = go (Lt") dg da A Ce) hr wr dod 

+ gpo (ms, Wr) derdge (6.11.18) 
为 一 方面 ,如 果 玉 , 的 稳当 可 写成 (6:11.18),， 有 是 式 中 po (WW?) 
"aa 当 er 一 0 时 均 容 许可 迁 运 动 群 纹 : Zr 二 gr(wr,ar), 目 
A ) 为 此 群 的 钊 立 的 不 变 共 变 间 量 场 的 伯 系 ， 则 6.11.18) 就 
巧 窜 计 不 可 迁 运 动 群 所。 
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gog, dr gp, a) 《人 一 二 ,hy A =k 

的 Riemann 室 闻 的 粮 素 ,区 时 台 = 二 代 : 尼 G, 的 最 小 不 灾 流 形 . 

由 于 不 可 和 辽 运动 群 全 的 套数 个 数 和 宪 的 最 小 不 变 庆 形 上 
的 一 个 可 迁 运 劲 群 他 的 套数 个 数 相同 ;我 们 容易 得 到 不 可 迁 迁 
芭 群 的 空 隐 . 

从 此 可 见 , 如 果 我 们 已 释 研 究 清 楚 容 许可 迁 运 动 群 的 
Riemann 空间 (包括 三 帘 清楚 这 个 窒 问 的 不 变 向 量 坟 在 内 ) ,我 
傈 就 可 以 依 (6: 坟 .43) 式 作出 容许 不 可 诗 运 动 群 的 Riemann 竺 
这 ，#os tw ， dart) 都 是 尾 沪 的 画 数 ,但 要 使 廊 秦 保持 为 正定 ， 
依 86.3 的 讨论 也 可 知道 , 9po (8, zw 实际 上 也 只 是 灵性 地 依 
于 六 的 一 些 画 数 ,这 样 的 考 谍 已 见于 Uartaen FE.[B]， 


§ 全 12 Eiemann 容 间 的 相似 变 摸 群 ， 
仿 射 变换 群 ， 共 形变 换 和 群 


在 86.3 中 我 们 尼 狼 率 寂 到 相似 变换 群 ,在 本 节 中 我 们 上 鸯 来 
确 定 出 所 有 的 可 作为 Riemann 空间 相 人 由 群 的 变换 群 以 及 容许 
相 伺 群 的 Riemann 空间 的 移 震 形式 ,同时 也 讨论 了 仿 射 变 斤 群 

设 炉 张 汶 四 (zc ed 地 9 一 T 2,…, %) 的 入 粹 Riemann 
空间 的 单 参 数 伙 杭 群 


Be Pa， (8-12.1) 
是 相似 变换 群 ,出 成 广 
gu mdmids = ACt) gu {ew) dvidwt [6.19.2) 
容易 证 明 , 单 参数 灾 护 群 是 相似 变 挽 群 的 充 要 条 性 为 
E41 Et— oy, - {6.12.8) 


这 里 时 是 常数 ,6 是 单 秦 数 变换 群 的 无 穷 小 向 时 ,由 关 0 称 为 候 
于 相似 群 . 


Lb, ~ 
=- = 一 1 -Fr 
TE ep 


he dik i 
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误 访 FF, 窑 许 7 套数 相册 变换 群 9,， 其 夕 耻 的 微分 算 子 汶 


三 。 -总 汉 ， 并 
Em + Sas tT— pag;, C(O.12.4) 

式 中 4 是 常数 ， 不 失 一 般 人 性 ,可 假定 吊兰 0, 作 
如 一生 一 里 {N=2, 人 (B.12.8) 
于 应 条, 加 作为 他 的 无 穷 小 向 量 的 基 , 仍 恋 为 点 ,点 ,就 得 到 
ob et 


Ht 于 [ 演 4， 写 ;] 所 硅 成 的 单 参数 群 是 运动 群 ,由 此 得 出 
[Xe 0 A P=2, + F). 
因而 Riemann 容 间 六 的 相位 变换 群 他 容 有 一 个 7 一 1 套数 的 
运 到 子 税 ,上 且 为 正常 子 群 . 
六 1[ 打 知 ， 欧 氏 容 间 将, 的 相位 变换 在 站 交 第 卡 儿 坐标 下 为 
下 ~ oqjvw!， 这 里 (9) 为 直 交 群 ， 因 而 加, 的 完全 相似 群 依 顿 于 
二 1 个 参数 . 


现 慢 Riemann 空 商户 守 间 欧 氏 空间 ， 健 .是 玉 , 的 可 迁 变 
换 群 , 则 利用 56.8 中 的 定理 5: 齐 性 Riemann 空间 如 斤 许 其 正 
的 相似 变 换 , 则 必 为 欧 氏 空间 , 可 以 推出 他 的 运动 子 群 必 为 玉 ， 
的 也 可 迁 群 ,上 且 由 于 负 是 可 和 还 的 , 所 以 人 1 的 最 小 不 变 流 形 必 
为 nn 一 1 条 ,因此 得 到 : Riemann 室 问 (水 是 欧 外 宏 间 ) 的 可 迁 粗 
似 变 换 群 全 必 具 7 一 1 套数 的 包 可 迁 的 正常 运动 于 群 全 .:， 忆 

的 最 小 不 变 流 形 为 % 一 1 礁 . 
相反 地 , 如 果 如 ;是 作用 在 % 炊 突 则 并 ,的 一 个 可 迁 变 换 群 
( 国 而 型 ,是 一 齐 性 空间 ) , 它 有 "一 1 和 参数 正常 子 群 售 _1, 日 (3, 
可 作为 一 天 入 Riemann 宏 间 的 不 可 迁 运动 群 , 它 的 最 小 不 恋 流 
形 为 nn 一 1 锥 , 则 好 必 可 作为 一 Riemann 室 间 的 可 入 相信 群 . 


pe 
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于 多 上 , 瑟 有 of 一 荆 和) | 人 的 竹 分 算 子 ， 证 六] 
是 纺 -: 的 微分 算 子 ,用 假定 可 知 

[A 1, 访 ,| 一 09; 入 。 (六 ， p=2， """, 六) (6:12:68) 


裁 (的 秩 在 每 点 一 样 ， 我 们 可 在 这 % 故 宏 间 中 选 华 标 使 民 


二 常数 十 群 人 1 的 一 个 最 小 不 变 流 形 , 这 时 就 成 了 并 
l= (6.12.7) 
及 根据 (6.12.6) 式 可 得 
XE = (6.12.8) 
国 汶 G1 的 最 小 不 变 沪 形 是 % 一 1 稚 的 , 由 (6:12.8) 得 到 瑟 j 作 
一 由 (加 ， 因 南 和 下 (0 中， 选 代 的 适当 画 数 代替 公 ( 仍 记 为 4) 
就 能 有 绊 一 I 这样 ,在 到 1 所 对 应 的 童 参 数 变 换 群 下 ， 
Ti gt, 
这 时 群 村 r 的 方程 采取 形式 
tw- , 
Rf gl, gl, Gl, GY) (p,m) 612.9) 
在 其 中 估 中 =0 就 得 到 群 分 .1 的 三 程 ，、 由 此 还 显然 可 胸 售 中 
售 加 (的 变换 必 局 于 名 -1 卫 在 G1 下 使 (， 


人 4， 的 子 群 就 是 对 在 这 点 的 安定 群 ,所 以 全 的 . 


安定 群 就 是 全 i-1 的 实 定 群 ,从 而 Gt 的 迷 向 群 就 是 名 .1 的 迷 问 
群 。 由 于 人 GG.-z 可 作为 Riemann 空间 的 运动 群 ,所 以 对 的 类 癌 
群 十 直 菇 群 惰 其 子 妊 .根据 乔 性 空间 理 简 豆 可 知 , 在 型 上 可 
引进 一 Riemann 沦 案 o 一 0 人 0 ,使 他 为 这 个 Riemanm 
空间 的 运动 群 .我们 在 弄 。 上 再 作 药 素 
U8 — er (Oy (wt) md!) ， 
出 :1T2.9) 式 可 网 这 样 所 得 的 Riemann 窗 科 六 ,就 以 他: 为 相 
但 变换 群 、 
这 样 就 证 明了 


268 齐 尾 Riemann 态 陋 [ 弟 志 本 
定理 1 %n 准 Riemann 安 间 六, (不 是 欧 氏 空间 ) 的 可 迁 相 侯 


小 个 灾 洲 形 为 % 一 1 稚 的 . 权 肥 地 ,一 变质 群 保 /， 旭 有 作为 % 私 
Riemann 誉 辣 的 趟 可 迁 运 动 妊 (最 小 趟 变 洲 形 % 一 1 办) 的 正常 
子 群 9, 央 G 必 可 作为 一 人 4 条 Riemann 窗 间 的 可 迁 变换 群 . 

藉 诅 明 过 程 中 我 们 看 到 ,一 变换 群 如 能 作为 Riemann 空间 
( 际 欧 外 空间 委 ) 的 可 证 相似 变换 群 , 旧 必 可 作为 一 Riemann 空 
间 的 运动 群 ， 由 此 可 知 , Riemann 空间 的 可 迁 相 似 变 换 群 或 者 
可 作为 其 他 Riemann 空间 的 运动 群 ,或 者 是 欧 氏 空间 的 相似 罗 
换 群 或 其 子 群 . 

故 一 方面， 粹 定 茶 一 各 准 Riemann 空间 的 不 可 计 运 动 群 
Gr-1( 最 小 不 变 流 形 n 一 1 蕉 ) ,我 们 总 龙 做 可 迁 群 集 , 它 以 全 为 
正 芝 子 群 . 


性 质 ,存在 坐标 有 条 敬 ,使 好 = 常数 是 群 GG 的 最小 不 变 流 形 ,而 
所 有 的 算 子 世人 一 1 2，.…， 可 写作 


尺 ,一 ) 0 (f= 二 2 ,7)， 6.12.10) 


我 们 的 网 题 实质 上 是 要 求 Gs 的 正常 化 因子 , 这 就 时 苦于 求解 
二 1 & OT, 恒 满 足 


Li 0， (B-12.11) 
并 且 要 求 {人} 所 生成 的 变换 群 是 可 迁 的 。 
合 1 一共 去 1, 将 (6.12-11) 式 改写 


1 
和 Ge! —0, (8.12.12) 
pb b 
ob (6.12.18) 


式 中 纪 为 未 知 画 数 ， 史 为 任意 常数 . 我们 把 (68.12.12)， 


1 1 _ 
和 中 
a 
=- ' - 
由 ”= : i 
om 。 
有 六 
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(6.12.13) 对 成 1 各 0 Oe 这 一 租 方 各 点 全 例如 在 
他， 1 Hp Eo FF + 大 添上 尾音 的 Em) 2 作为 
1 a i ; 就 能 满 中 一切 吉 求 . 

这 样 我 们 就 得 到 :尾音 %N 鹤 Riemann 空间 ( 非 欧 氏 室 间 ) 的 
可 计 相 人 己 变 换 群 均 可 由 % 一 1 稚 Riemann 空间 的 可 迁 运 地内 添 
上 (6:12:12)，(6:12.13) 的 解 【 但 向 关 0 得 出 , 许 且 任意 一 个 
% 一 荆 维 Riemann 空间 的 可 迁 运动 群 均 可 按 上 述 方 法 扩充 为 m 
蔡 Riemanan 人 空 半 的 可 迁 相 似 变 换 群 ， 

更 人 芷 我 们 求 欧 定 容 许可 迁 相 亿 变 换 群 的 Riemaann 空间 的 


多 索 形 式 ， 如 上 面 所 壕 , 如 玉 ,( 工 非 欧 氏 的 ) 容许 可 迁 相似 变换 


群 G, 全 = 常数 是 从 .的 正常 运动 子 群 全 .1 的 最 小 不 变 流 形 ， 
Gh 和 Wi 的 微分 算 子 下 sla 一 1，2,…, 7 与 玉 ,(h=2,…, 人) 
之 问 成 立 关 柔 式 (6.12.6) ,适当 选取 坐标 台 , 使 五; 所 对 应 的 音 
凑 数 变 柳 群 F 的 方程 中 包 播 她 一刀 十 呈 ， 因 而 扩 中 对 应 于 大 
数 @3 的 变换 将 信 .1 的 最 小 不 变 流 形 好 = 所 更 个 地 变 到 人 的 
另 一 个 最 小 不 变 流 形 个 一 是 十 ct 上去， 注意 到 这 点 之 后 , 我 们 
就 可 如 下 地 选择 六 的 华 标 : 在 民 一 0 上 取 好 学 标 oa，，…，om, 到 
规定 当 委 点 PCO0, ws3，…, 发 出 的 Fi 的 变换 地 粮 变 以 一 中 于 
点 上 @ 时 , 则 @ 点 的 坐标 就 取 为 (0 az， Wr)， 对 这 样 玖 定 的 
及 ,的 坐标 柔 舟 ,Ga 的 方程 为 
Tpital, Ea (2, +, WY), 


因 这 时 六 1 一 友 六 ,所 以 由 (6.12.12) 式 得 
SI hig, 


Oy =— 0 hr), 


不 妨 将 员 取 海 2， 空间 灶 案 为 


因此 有 
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ds? = 62 (wr ) dwvidewi (0.12-14) 
因为 在 焙 全 1t 下 个 不 变 , 所 以及 AL2 videi 为 容许 不 可 迁 运 动 群 
2 1 的 Riemann 维 素 ,其 最 小 不 变 这 形 为 郧 一 和 蕉 的 公 一 常数 ， 
相反 地 ， 如 tw 中 dwidwi 为 容许 了 一 1 参数 不 可 了 迁 运 劲 和 群 的 
Riemann 入 素 , 最 小 不 变 流 形 为 看 一 常数 ,时 未 黎 来 为 (6.12.14) 
的 Riemann 空间 显然 容 有 可 和 计 相 慨 类 ,因为 除名 -1 外 ,还 可 肖 
上 单 参 数 的 相似 变 掀 群 .6:12.12) , 因而 一 定 有 大 的 党 全 相 伺 
群 包括 人 ri 与 人 91， 同 到 一 般 坐 标 孙 入 , 我 们 就 有 
定理 2 容许 可 迁 相 位 灾 换 群 的 Riemann 容 间 只 有 
(i) 欧 氏 空间 ， 
i) 汶 素 为 只 一 afaiderades 的 空间 , 基 中 hy (2) dwt 
为 容许 不 可 迁 运 动 辞 的 Riemann 空间 , 最 小 不 变 流 形 为 % 一 1 
纵 的 st 一 常数 , 男 数 = 满足 了 so =cuo te" 是 常数 ) ,这 里 王 。 
是 @ 的 微分 算 子 李 代数 的 任 一 在 基 . 
现在 我 们 要 在 定理 2 的 基 砸 于 确定 出 欧 氏 空间 外 容许 最大 
穴 数 相似 样 的 空间 ， 
识 了 ,不 是 欧 氏 窄 间 ) 容许 最 大 套数 运动 群 全 ， 宅 的 不 可 
迁 运动 子 烙 GF， 有 一 1 厅 最 小 不 变 流 形 ,为 使 V, 容许 最 大 大 
数 相 殷 群 起 见 , 这 些 最 小 不 变 流 形 必 为 常 曲 座 的 ,因而 得 到 群 他 
的 参数 
7 一 人 人 一 十 1 (6.12.15) 
双 由 定理 2 知 六 , 的 条 过 具有 形状 
ds ee (gu ) Advidri) em dr fa 一 2 nn}, {6.12.16) 
而 光一 党 数 是 全 的 最 小 不 变 流 形 , 且 为 党 曲率 的 。 由 于 dr? 
容 计 不 可 了 迁 运 动 样 Br :因而 dr 的 攻 素 可 化 为 
dr a) (do) te tm!) A (wr dadw + go (WY dm dpe 
(s=1, , hh; 4=2, 0)， (6.:12.17) 
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这 里 虑 (8?) 是 扩 -1 在 王 一 双 一 常数 上 艺 导 群 全。 : 的 大 个 独立 
的 不 变 向 量 { 共 变 的 ) 声 ,gw (423 2 中 dwrdw? 为 各,_1 的 不 变 禾 素 ， 
但 名 -i 在 民 == 常 数 上 的 迷 向 群 是 从 将 变 群 ， 因 而 人 Fj 的 迷 向 
群 不 可 物 ， 因此 45(w*) 一 0, 及 由 6-2 可知 这 些 最 小 不 变 流 形 
上 的 长 素 队 第 数 外 是 唯一 确定 的 .固有 十 
dr = ) (de ) +o wt) fo (1m ) dd 
(a, B, ¢=, ,Nn), 
这 里 民 一 常数 时 owD)foolwr)dwrdw? 是 1% 一 1 条 常 曲 认 空间 的 米 
素 , 因 而 
ds? (Gg (wt) (dol) ?+ o (wd) fo (wr) dordws). 

到 由 于 了 了 .容许 全 :在 = 时 十 g, 代 二 wr 为 相 代 群 ,因而 破 王 

et [a (wt et) Cam)? + oo (wt ol) fo (10°) dpmt 

—Algl)e [at(w!) (dv)? +o (v1) fo (2°) dwrdmt], 


比较 柔 数 就 得 到 在 后 的 变换 下 ， 
eotw t+) =A og (wt), (6.12.18) 
eo toa) =Ae lalw) (8:12.:19) 
= 
再 (aa) =A{aNe-2, (6.12.20) 


行 (6-12-13) 式 关于 外 微分 ,再 分 下 ==0, 就 得 莘 
TFT (0) =ho (om), 
这 里 背 数 训 一 吾 9， 由 此 得 出 
Tm) Re: 


类 局 地 得 到 
Gm ) = hoe, 


8，43> 人 为 常数 ， 进 行 适当 的 坐标 变换 ,变换 后 坐标 仍 到 为 好， 
则 了。 的 化 丢 化 为 

0 《GD 十 (of 3 
式 中 gov (vo) dwrdr? 是 常 曲 认 的 禾 素 ,因而 可 见 了 ,是 一 种 特殊 的 


py 中 加 i ms 
= El “| eb =” 中- - 四 
” 国 a 起 站 i -1 
- 下 
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欢 身 影 空 间 , 故 得 

定理 3 队 欧 氏 空 间 外 ， 徐 许 最 大 矢 数 可 迁 相 忆 变换 群 的 
Riemann 空间 六, 的 入 素 必 可 化 为 业 素 上. 人 2， 其 中 的 
ga (wr) drrdw? 是 常 曲率 纺 素 , 且 和 这 样 的 空间 六 , 所 容许 的 完全 相 
似 群 依 顿 于 r 一 全 2 十 1 个 套数 ， 

除了 欧 外 鹤 关 及 次 射 奈 室 间 (6.1221) 之 外 ,容许 可 迁 相 棋 
群 的 Riemann 窄 间 中 的 最 大 内 数 是 多 少 , 空 间 区 是 过 样 ? 下 面 
我 个 就 来 解答 这 个 闭 题 . 

首 沉 容易 滞 出 当 %>>5 时 , 这 个 参数 ?一 如 一 全 四 一 人 2. 
这 是 因为 Gr 的 运动 于 群 妇 -1 的 慑 小 不 让 流 形 为 %W 一 1 稚 , 而 模 
据 Eiemann 党 间 运 动 群 的 第--~ 空 陆 性 定理 就 知 


7 1 1 


就 得 出 这 个 精 洽 
为 确定 空间 的 糖 夷 起 见 ， 对 所 短 的 空间 取 坐 标 使 必 二 常数 
为 ri 的 最 小 不 变 流 形 , 旧 入 来 可 化 为 
ds — 0 dr’, 


而 dv 具 6.12.17) 的 形式 , 超 曲 面 必 == 常数 容许 可 填 运 动 群 
Gm-wm-s il， 且 具有 一 个 不 变 向 量 玫 .利用 86:5 中 糙 果 , 又 


注意 到 在 wu-pw-s,, 的 不 变 向 量 凡 就 是 x? 坐标 曲 娘 的 单位 切 


同 基 , 也 郎 人 = 常数 曲面 上 以 (1, 0, ;0) 为 共 变 支 量 的 向量 ， 
则 所 论 的 空降 的 粮 素 形式 为 
(i) 十 3 一 caretot (dv) bw) dndr t+ ds) (Ga 
+R(m fas mr da a, B=8,:…, n), 
这 里 fo lm? do"dw? 是 nh 一 2 蕉 常 典 率 空间 的 线 素 ,或 
GD ds?—e [eg(w!) (dg bw dvidr? tayl) (da2)? 


i 
) 


6 


上 所 
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tf (ed)e (dar)"]. 

及 由 于 六, 容许 的 !; 红 = 人 十 #2 二 纺 为 相似 群 ,与 定理 3 中 诞 
明 时 一 本 可 到 得 出 

人 (人 he, 一 BE , 

Adm) hoo, hw) 一 有 128 ， 
这 里 而， es, 8 让 均 为 常数 . 将 寂 们 代 大 黎 案 形式 (2) , {ii) 
中 , 生 炎 过 适当 的 党 标 变换 ,变换 后 的 坐标 协 记 为 wt*， 央 获 天 届 ) 
Kiiy 可 化 济 


C1)! ds? = ker Fldr) 2 2 dwtdg? | (Or) 
fast dv daw ] ， {6:12.22) . 
式 中 fo dqrdws 是 nn 一 2 蕉 的 党 曲 奉 粮 素 , a, 8 一 8,…, 和 或 
《下 入 ds — fe [ (doa) ol dridr? tt (dw)? 
te > (Adm) , (8.12.28) 


这 里 之 0, 六 过 为 请 数 . 

下面 我 们 研究 的 是 Riemann 宝 间 的 可 迁 相 颁 变 换 车 及 其 
入 党 形式 ,现在 我 们 可 对 Riemann 空间 的 不 可 迁 相位 变换 群 进 
行 研 究 , 首先 我 从 得 到 . 

定理 4 Riemann 空间 玉 , 如 果 容 有 不 可 迁 相似 变换 群 分 .， 
则 必 存 在 另 一 Riemann 空间 六, 共 形 于 了 了,, 而 以 多 为 其 不 可 
迁 运 动 群 . 

【证 】 负 灼 素 为 gtw) dvdei (i 7 一 1,…, 9) 的 Riemann 
空间 六 ; 容 有 一 个 不 可 迁 的 相 伺 变 首 群 台 名 (ee 一 二 2， 六) 
是 Gt 的 独立 的 无 盎 小 向 最 , 且 (E9) 的 秩 为 m 一 有 则 可 选 坐标 使 
Gr 的 万 程 六 

光一 2 一 3， 
(一 车 天 a B=, 多 8 一 于, fF) , (6.19.94) 


- 
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而 条: 如一 名 (22， gr) 是 最 小 不 变 流 形 人 ?一 常数 上 的 可 迁 相 做 
群 ， 踢 于 后 为 相合 和 群 ,发 布 
gy (Ft) dridzr! = pla®) gu (tm) did 
再 利用 (6.12.24) 就 写 出 
gas (LT, T°") = p08) oy (ES, 2), 
起 了 (在 全 下 是 变换 因子 为 plw} 的 数 纪 声 , 部 为 满足 


f(z, ao) = plar) fF (ar, oo) (6.12.25) 
的 数量 面 数 了 (mw)， 容 易 壮 明 , 它 满足 方程 
of —of. (6.12.26) 


相反 趣 ,(6:12.26) 的 解 合 满足 6'12.6) 式 ,分 两 种 情形 来 有 对 询 : 
(i (6.12.26) 有 非 堪 解 ,此 时 可 作 米 索 
1 
4 
FU 
它 在 妊 下 不 变 ， 因 而 允 , 可 作为 另 一 Riemann 室 间 的 运动 
群 ,此 空间 的 糠 素 和 原 空 间 差 一 个 因子 . | 
(ii) (6. 了 2.26) 只 有 零 解 ,此 寺 go 必须 为 者 ,但 由 于 六, 是 
正定 的 ,这 明 推 出 了 矛盾 ,因而 这 种 情况 不 会 发 生 . 
由 这 个 定理 可 知 , 一 变换 群 如 可 作为 Riemann 空间 的 不 可 


迁 相 侦 群 , 必 可 作为 Riemann 空间 的 不 可 还 运动 群 . 反 过 来 显 


多 不破 耻 , 但 我 们 有 


定理 5 n 条 空间 中 具有 8 条 最 小 不 变 流 形 的 7 寡 数 不 可 


迁 变换 群 G@ 能 作为 Riemann 窒 癌 的 不 可 了 迁 相似 变换 群 的 充 要 
条 件 是 2 有 一 1 参数 的 正常 运动 子 妊 , 其 最 小 丰 变 流 形 为 
# 一 4 条 ， . 

【证 】 上 先 证 必要 人 性， 六 久 是 六, 的 不 可 了 迁 相似 变换 群 ,再 
对 下 示 二 种 情形 分 别 进行 诗 论 . 

(i) 当 最 小 不 变 流 形 具 欧 开交 素 时 , 在 适当 坐标 下 ,3 的 每 


-= 
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个 变 扒 的 方程 可 化 将 如 下 的 形状 : 
0 一 上 2 一 CH ee 
(x =1, ,Ra 人 B= 一 81, ,1%), 
这 里 4, 0 与 哎 均 和 尖 甘 ,4 不 证 为 1, (a 是 直 交 障 。 因 而 
述 问 群 也 是 相合 大 ， 下 此 知 妇 -不 能 作为 一 Riemann 空间 的 十 
于 群 ,这 与 定理 土 耶 盾 , 因而 情形 (i) 是 也 会 发 生 的 . 
(iD G4 的 最 小 不 变 流 形 振 非 欧 氏 的 , 这 时 由 于 在 适当 坐标 
下 ,Gr 的 方程 可 化 为 
Tp, 和 一 大 (ee] 
(oe, Bn 8d1, ., nn; 8=1], …, +), 
县 这 :如一 产 (za6,o9] 是 最 小 未 变 流 形 上 的 可 迁 和 相似 变换 群 ， 利 
用 定理 1, 就 可 见 必 变性 的 成 广 ， 


充分 性 ， 设 卫 : 一 熏 地 t 于 ,一条 二 ;是 Gi 的 独立 的 


Aprt 了 


徽 分 算 子 ,而 其 中 于 一 2 8, 人 是 全 -1 的 铀 分 算 子 ,如 果 


一 0 的 wn 一 8 个 负 王 和解 为 户 ， vv， 产 ， 症 FF 


一 0 的 % 一 5 十 芋 个 独立 解 为 六，…，F 关 一 Po-ed， 我 们 在 这 ”和 礁 


罕 间 中 选 华 标 使 广 ; -…, 产 交 为 新 坐标 系 区 的 前 面 % 一 8 十 在 个 
艇 标 , 仍 记 为 人，…， 2 下 -这 时 2 信 二 6 是 最 小 不 变 流 形 , 量 
f=0, tn-0 
(g=1, A, 1 8 6:12.27) 
这 时 他 :的 方程 中 包括 全 二 rr， 六 由 于 他-1 是 正常 子 群 ,我 们 从 
LX, T=。 0 
就 可 推出 
一 
因而 
tl wl tn, qt) 
作 和 坐标 变换 : 


- -tk 
. 
_ 上 = ” r 


J 中 
1 


- 本 
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pr = 


1 
fi 一 量 十 和 mn ?+ 
必 — |i 9 
了 (2 ， “ ) 


Tp? (WD=%—8 十 2, *…, 的) ， 
就 可 使 个 =I， 且 (6.12.27) 仍 然 成 立 。 我 们 仍 将 认为 4%， 
在 这 坐标 秒 航 下 , 群 9 的 方程 为 


4 一 知 ， 
4 了 一 -此 十 人 一 点 了 让 1 
宛 一 十 所 ， 
Tz? =f? {ew, 0 本 0"),， 


因为 2 一 x 人 的 序 要 条 件 为 下 =0， 所 以 全 与 全-1 的 溉 
定 群 一 坊 ， 避 的 迷 向 群 也 为 直 次 群 。 这 样 就 证 明了 纺 能 使 一 
个 从 Riemann 粹 案 不 变 , 裔 这 个 粮 素 是 gwy(%) dvdw!， 莽 作 
ds —e grt) dv! (8.12.28) 
书 忆 名 为 让 可 迁 相 似 群 ,水 灾 访 形 为 8 灼 , 充 分 性 证 上 幸 . 
此 外， 我 们 有 叉 可 得 到 : 瓷 诗 最 天 参数 不 可 迁 相 似 群 的 Rie- 
mann 空间 六 (路 欧 开 空间 外 ) 的 糙 素 必 可 化 为 
要" 一 er (ost GO + o (0) Yop CY) a da ) 
~ (&, b=1, 2; &, B=8, .…, n), (6.12.29) 
式 中 gas (wT)derdas 为 % 一 2 和 蕉 常 曲 夷 空间 的 粮 素 ， 和 se( 喇 ) 与 


gq 为 民 的 征 意 丽 数 ,这 样 的 窗 间 六 ,所 容许 的 相似 群 的 参数 
为 ?一 外 一 于 如 一 全 上 1， 这 个 事实 我 们 在 此 不 加 以 证明 2 


在 §6.8 的 注解 中 我 们 已 定义 过 Riemann 空间 的 仿 射 变 
换 , 并 指 出 了 相似 变换 是 一 种 特殊 的 仿 射 变换 。 现在 我 们 来 胖 
酌 Riemann 付 间 的 仿 剧 变换 群 ,而 把 仿 射 变换 群 的 闫 定 归 圭 到 
和 相 改 变换 群 的 器 定 . 


5 有 关 仿 射 变换 群 的 研究 可 上 内 Yano K. [3], Yano K. 和 天 nebeIman JE 
9. Hiramatu HH. [1 铬 著作 ,本 节 的 萌 末 此 胡 和 生 [3]， 
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设 Riemann 空间 产 . 的 单 参 数 变 换 群 
Ki fi(g, (6-12.80) 
使 大 中 向 重 的 笠 行 性 保持 不 变 , 则 称 它 为 单 参 数 全身 变 挤 群 ， 
显然 , (6'12:30) 为 天, 的 仿 射 变 撞 烙 的 充 可 条 任 丁 窑 注 足 


i ,rl Or™ Ow Ont Ow 2 站 12. 人 LI 
人 ) 


如 果 &) 为 16.12.30) 的 无 敌 小 向 量 , 草 我 们 直 (6.12.3T) 出 发 
容易 证 上 朋 (6.12.30) 为 单 套 数 仿 射 变换 群 的 充 要 从 件 是 
(Es ,0. (6:12.82) 
Lisenhart 上 . P.121 治 得 到 这 样 的 诗 果 : 珊 Riemann 空间 
Fs 容 有 2 阶 对 称 共 变 张 量 oi 注 足 ebxs 一 0 和, 则 六 必 可 分 解 为 低 
稚 Riemann 空间 的 乘积 , 即 
ga 一 (dot) 2 二 十 (dw?) 2- gos (oh)deedoh 十 ，… 
十 的 ) dr dt, (68.12.38) 
这 里 变量 wt 侣 =1， 2,…, 8) 分 成 了 1 租 2 (和 一 二 
8 一 ],，…, 让 ,而 每 一 个 dit4 一 1，…, 门 均 是 非 1 稚 的 二 只 包含 
st，date， 双 都 不 可 再 分 解 ,并 且 


lee 一 oa(go)2 十 … 十 cp(Go9)3 十 aa 十 … 十 六 aa (6. 12.84) 


这 里 67， Gp; 所 ，……, 天 都 是 常数 ， 

由 于 (6:12.82) 式 的 成 立 , 可 知 容许 仿 射 变 撞 群 的 Riemann 
罕 问 必 容 计 二 阶 对 称 张 量 gr 一 入 ) 十 上 其 闪闪 导数 为 0, 因而 
利用 上 二 述 精 果 可 得 到 当 Riemann 容 间 VV, 永 是 绩 积 空间 时 ， 
Gy 一 64 十 4 一 C9 (2 为 常数 ). 因而 得 到 : Riemann 空间 如 未 
为 沫 积 空间 , 则 它 的 度 正 仿 射 变 摘 群 是 蓉 正 相似 变 摘 群 . 

当 Riemann 空间 六 , 分 为 乘积 (6.12.33) 时 , 我 们 将由 岂 
分 戌 叶 1 租 8*, 如 ;容易 证 明 支 量 Er 仅 依 业 于 wr (og 一 0,1,…， 
), 换 羊 之 ，V; 中 直立 所 确定 的 单 参 数 优 射 变换 群 是 p 灯 欧 氏 


和 
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空间 与 非 一 稚 的 人 es (48 一 二 玉 中 由 癌 及 5 所 生成 的 单 套 
效仿 射 灰 换 群 的 乘积 . 因而 得 到 

定理 6 如 Riemann 空间 ,的 粮 索 可 化 为 ds 一 ds? 十 ds? 
十 … 呈 Qsi ,这 里 d30 为 欧 开 灯 索 , 4d37,…，ds? 为 非 一 稚 Riemann 
黎 素 ， 剧 这; 的 仿 射 变换 群 是 由 分 别 作用 在 ds8, ds3,， +,，ds? 中 
的 相位 变 换 或 运动 祥 G9,， GP，…, 分 殉 直 积 和 成 。 及 为 保 计 定 
茎 苦 正 的 仿 避 变换 群起 昂 ,6，G，…， 储 中 至少 有 -- 个 是 其 正 
时 相 人 己 变 换 群 … 

这 样 ， 我 们 就 把 Riemann 空间 仿 射 变 摘 群 的 研究 归 烙 到 
让 亿 样 去 ， 肥 由 相似 变 禄 群 的 安 隘 及 容 有 款 大 敌 数 相 仙 群 的 
Riemann 空间 的 区 素 容 易 得 出 仿 轩 变换 群 的 绎 间 及 窑 有 过 大 
人 参数 仿 射 变换 的 Riemann 定 间 和 的 炊 素 . 

下 面 我 们 再 介 稻 Riemann 空间 的 共 形 葵 换 群 . 

设 Biemann 宏 间 Vs gp(z)coaoi(i 7 二 1,…, n) 的 单 参 
数 变 换 群 一 (%, 及 使 : 

gif) dedri— ples, Pg (wv) dvidei, 6.12.35) 

” 则 称 它 为 单 参 数 革 形变 换 群 ， 我 们 容 饭 证 明 单 大 逆 变 换 群 ow! 
一 产 (#, 引 汐 共 形 变 摘 人 s' 满足 


= Vr) ge (¥ (0)= 


由 共 形 变换 群 的 定义 可 知 相似 变换 群 是 一 种 特殊 的 其 形 杰 
换 群 ， 双 将 (6.12.86) 代 大 (6-13-832) 就 可 得 出 由 为 常数 ， 因 而 
单 参 数 变 换 群 如 证 是 共 形变 的 群 ,又 是 仿 射 变换 群 , 则 必 为 相 们 
变换 群 ， 

由 《6.12.85) 可 以 看 出 共 形 变换 群 的 迷 向 群 是 相册 欧 氏 安 
间 的 相似 群 ,并 且 与 运动 群 的 情形 不 同 , 共 形 变换 群 的 安定 群 与 


98 _ (6.12.36) 
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迷 向 拜 不 一 定 同 构 , 欧 氏 空间 就 是 一 例 ， 

如 果 Riemann 空间 共 形 变 摘 群 在 点 三 的 迷 辣 群 是 蜂 正 的 
相似 责 ! 冯 下 一 的 ，(g) 为 站 变 阵 ,ca 为 惜 等 于 1), 央 称 了 为 
相似 点 . 当 一 点 的 迷 向 群 为 旋转 群 时 , 称 官 为 等 长 点 , 因为 和 不同 
的 硫 的 术 辐 群 为 相 伺 的 , 所 以 容许 可 了 迁 共 形变 挤 群 的 Riemann 
宇 阅 或 者 每 皮 是 相似 点 ,就 者 每 点 是 等 长 点 . 

我 们 现在 来 普 明 Ishihara 与 0bata 的 一 个 定理 ， 和 但 限于 
各 记号 时 ， 


定理 7 容许 可 迁 共 形 变换 绊 的 Riemann 空间 如 有 -相位 - 


点 , 则 户 , 是 共有 形 平 坦 空 间 . 
所 诅 共 形 和 三 坦 空间 是 指 在 适当 坐标 下 炉 素 具有 形状 
ce 一 由 (2 EAs) (dn)], 
当 % 盖 3 时 ,其 特征 为 共 形 砷 座 张 量 等 于 0, 而 共 形 井 奉 张 量 为 


Ole— Rat ~ (Rw OtRyt go BR} — guR) 


i h 
“m1 my (Ogsy — OF gtr), 
为 此 , 先 要 遂 明 下 述 引 理 . 
引 理 % 和 蕉 欧 氏 室 间 的 总 阶 反 变 , 9 阶 共 变 的 苞 贿 (为 头 扑 ， 
如 生生 一 相册 变换 下 不 变 , 央 此 张 量 为 次 张 用 ， 
【 率 】 旋 z=ajw! 为 一 相 收 变换 ,上 则 成 立 
Sl aah = (3, =1, 多 ) ， 
其 中 c*0, ox 土 1, 短 障 (®)) 的 选 陈 元 来 涩 一 书 避 ,上 且 满足 
之 一 二 Guy. 
张 量 2 区 在 此 变换 下 枝 为 


BR Djbata M, snd Tghjhars 名 [1 ， 


| = 
“ 站 
= = 到 四 
a 
-dd-= 
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TP 六 ~ Thr .. -hr pe, 
于 是 
> F 马 
-TE ob 0 Te a 0 
一 i 号 : 
点 > 和 ) u 
设 加 9， 且 了 FR 在 这 相 忆 变换 下 不 之, 即 
A "1 
加 得 到 
(e070 —1) TT) 0, 
则 于 6 去 土 1, 攻关 43， 我 们 加 有 
J 一 0， 


由 于 六 ,的 共 形 张 量 0in 是 1 阶 反 变 ,383 阶 共 变 的 张 量 , 且 在 
安定 群 赴 未 弯 ,就 推出 上 让 定理 ， 

另 一 方面 , 当 每 点 是 等 长 点 时 , 依 $6.2 的 讨论 显然 就 有 

定理 8 唐 Riemann 空间 次 许可 迁 兴 形变 换 群 人 ,和 且 每 点 

为 等 长 点 , 则 必 可 作 一 Riemann 窗 间 六, 共 形 于 六 ,而 以 仿 为 
其 运动 群 . 

因而 Riemann 空 开 的 可 迁 共 形变 换 群 或 者 是 欧 开 空 则 的 
共 形 变 黎 敌 , 或 者 可 作为 一 Riemann 空间 的 运动 群 , 这 二 考 间 
有 公共 部 分 ， 霸 且 与 定理 4 类 位 地 可 证 明 , 任何 变换 群 如 可 作 


为 Riemann 空间 的 趟 可 主 站 形变 槐 群 ， 就 六 可 作为 Riemanmn : 


空间 的 运动 苦 ( 昂 胡 和 生 [21)， 这 样 ,我 们 就 把 共 形 变换 群 妇 炎 
到 运动 群 及 欧 开 空间 可 迁 闪 形变 的 群 . 

愉 本 节 和 .上 一 节 的 论述 看 来 , 可 以 得 出 精 论 : 在 Riemann 
室 半 中 的 相位 、 共 形 、 仿 射 变换 群 和 不 可 迁 运动 群 的 解 究 几乎 一 
往 可 以 归 竺 为 齐 性 Riemann 窑 胆 的 寿 究 ， 


1 
站 


党 七 兽 ” ”对称 Riemann 赋 凋 


$979:1 定 文 


对 称 Riemann 学问 是 很 重要 的 一 类 齐 性 空间 , 它 具 有 很 直 
富 的 几何 学 内 容 , 厦 和 地 群 , 李 代 数 的 一 些 根本 性 质 有 有 着 十 分 紧 
密 的 联系 .我 们 在 这 里 简单 地 叙述 对 称 Riemann 空间 的 一 些 
最 基本 的 局 部 性 质 . 属 寻 的 内 容 和 溢 大 的 计 论 见 Qartan 2.13]， 
Helgagon 8B.[1j, 

我 们 从 李 代数 的 研究 开始 ， 上 先 定 交 李 代数 人 的 对 合 自 同 
构 . 和 表面 一 拿 一 样 , 我 全 所 研 客 的 是 实数 域 上 的 李 代 数 . 

定义 1 认 og 为 李 代 数 集 和 天 自身 的 一 个 同 构 ， 肥 满足 
oo 一 了 ,这 里 1 寄 示 恒 等 变 换 ，, 那 末 就 称 og 为 李 人 代数 全 的 对 合 
自 间 构 . " 

中 这 个 定义 出 发 ,我 们 来 定义 对 称 Riemann 空间 ， 

定义 2 识 有 章 性 Riemann 空间 碌 / 吾 ， 如果 群 辣 的 李 伐 
要 中 ' 容 有 对 合 的 自 同 构 g ,而 0 不 变 元 素 的 集合 怡 为 于 群 吾 的 
李 代 数 吾 ', 那 末 这 个 齐 性 Riemann 空间 就 称 为 对 称 Riemann 
裕 们 ,或 简称 为 对 称 空 间 . 
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开导 出 疝 称 空间 的 Uartan-Maurer 记 程 ， 只 此 可 以 推出 车 


称 室 间 的 许多 特 件 . 
我 们 已 茎 知道 , 齐 性 Riemann 空间 是 化 物 的 齐 性 空间 , 依 


据 Uartan 数量 积 ， 存 全 中 子 代数 号 有 下 变相 太 ', 而且 必 为 


种 性 空间 来 阁 , GF 分 解 为 吾 ' 入 ' 的 直 和 、 因 此 ,我 个 可 以 选 
取 李 代数 Gy 的 其 
二 1， 生生 人 并 了 ny 如 
使 得 
XER' fl1, 2,.-., nn}, 
访 ;y 人 于， 十， 
前 已 见 到 及; 可 以 入 为 在 @/ 丽 中 一 个 定点 的 切 向 量 , 因为 对 合 
肯 同 构 e 不 改变 百 '， 也 不 改变 Qartan 数 电 积 ,所 以 也 不 改变 
KK', 因此 ,除了 依 定义 1 应 有 
林 吕 ,一 下， (7:1-.1) 
之 外 ,还 应 成 疯 
O01 一 全 于 ;， 
式 中 4 一 (qf) 为 非 异 方 陈 , 且 薄 足 4 如， 因此 短 阵 4 的 特征 
值 只 能 为 十 1， 但 如 4 有 特征 值 上 +1, 那 末 区 ' 中 就 有 元 素 三 ， 
使 得 
0 二 态 ， 
但 依 定义 ,在 五 ' 之 外 的 元 素 不 能 满足 这 一 条 件 , 所 以 4 的 特征 
值 只 能 是 一 1, 因此 在 适当 的 基 之 下 , 4 可 写成 为 
_1 


1 
去 中 主 对 角 重 以 下 的 元 素 为 0, 双 * 代表 求 写 出 的 元 素 . 注 章 


到 4 二 且 , 靶 过 直接 的 计算 可 昂 ,* 所 代表 的 元 素 必 须 为 0, 因 
而 对 天 ' 中 元 素 玉 , 夏 妆 0 了 = 一 人 廊 ， 特 天 对 淋 这 1 ， 丰 nn， 
1 
一 一 (¥*:1.2) 
依据 化 罗 空 间 的 人 性质, 号 出 李 代 歼 中 的 换 仔 送 算 : 关 孙 
LX | =or Ni 二 To ,, 
[下 一 器 宇 )， 
[总 ， 基 一 的 
利用 e 为 自 同 构 , 成 福 / 
[ooXo, OKs| =0s0 Ey La. B, Y=1, 2， 7). 
到 依 据 {714),， {7-1.2) 可 乞 员 一 0, 因 测 成 立 
[和 这 有 二 0 是 ， [二 下 由] 一 上 是)， 
[本 |] 一 cy 六, 
这 便 是 洗 示 对 称 空间 的 池 代 数 的 精 构 的 方程 。 因 为 我 们 所 计 误 
的 是 齐 人 性 Riemann 空间 , 所 以 还 可 以 适当 地 选取 太 ,, 使 叶 美 
于 %， 3 为 反 称 的 . 
相反 地 ,如 此 齐 性 Riemann 空间 运动 群 的 李 代 数 可 选取 一 
租 基 ,使 芋 , 属于 述 向 群 的 李 人 代数 ， 及 成 立 7:1: 旭 式 ， 那 未 四 
W712) 所 定义 的 区 性 次 换 显 然 为 对 合 自 同 构 ， 而 这 
一 对 合 自 同 构 的 冰 变 元 素 的 集合 恰 为 述 向 群 的 李 代 数 五 ', 因此 
空间 为 对 称 空 间 . 
号 出 群 的 Uartan-Maurer 污 程 ( 电 第 太 章 ) ,我 们 有 


Por=en[Le!, cw*], 


(7-1.8) 


(7:.1.4) 


1 
下 cb 一 人 Ci [oo co | 二 于 Oy Lor, or} " 


所 以 得 到 
定理 1 章 件 Riemann 安 闭 为 对 称 室 间 的 充 变 条 件 是 : 可 
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选取 空间 的 运动 群 的 微分 算 于 的 站 使 得 {7 .1.3) 式 成 并 ， 其 中 
下 ,十 莫 一 点 的 安定 群 约 李 代 数 的 站 ,或 者 是 ,运动 群 的 Uartan- 
Maurer 六 程 可 以 写成 为 好 4) 的 形 装 , 式 中 w=0 相应 于 某 
一 个 点 的 安定 妊 . 
现 生 我 们 考察 对 称 宏 间 的 一 个 最 初等 的 性 质 ， 裔 对 称 空间 
的 迷 向 千 为 可 焙 , 适 当选 取 初 逮 标 形 的 基 , 我 们 就 可 得 到 
OF C=C.=0 (2 2 | 丰 让 
ga ，33 一 好 十 下， 加 
因而 (7 '4- 和 4) 式 的 前 -一 部 分 可 写作 
Dor—ogi [os, ot, Dome, [or, a 
由 此 可 此 ,空间 的 车 案 为 
de cds? |- daz, (7-1:.5} 
式 中 
一 > (cn) ds2 = 区 Cen) (7.1.6) 


利用 前 一 章 中 已 表 到 过 的 Cartan 的 引 理 ， 可 以 见 到 ds? 和 ce 
者 为 共和 m%-39 灯 了 Riemann 空间 的 娘 索 ,如 取 台 为 方程 
w=0 的 9 个 独立 的 却 积 分， 那 未 吧 只 依 屯 于 和 en 同 
样 , 喇 只 依 琐 于 次 和 da, 这 里 的 ws 为 方程 wr 一 0 的 nn 一 g 
个 独 卫 的 初 积 分 .更 证 明 dg? 和 0 均 为 对 称 了 Riemann 空间 的 
炎 过 .为 此 ,我 们 者 察 @s?， 考 察 重 阵 的 集合 CC 一 (ef ,在 其 中 
选取 一 部 分 DO; (不 妨 识 入 一 mn 十 1，…, Rw 十 和 %y) ,使 得 它们 燃 性 无 
关 , 叉 其 他 的 0 可 税 为 这 些 Cu, 的 粮 性 租 合 ,部 
On NO 《Ag 一 和 十 四 十 村， nr) ， 

式 中 4U 为 适当 的 常数 .因此 

Dor=of [oi', wa™], (7 .7 
式 中 


身 7 2 对 称 宅 癌 的 几何 性 岳 75 
. CP co 0™, 

重新 记 "一 w*, 那 末 Pfaff 式 wt 的 特征 系 太 为 0* 一 0, w* 一 0， 

设 这 一 柔 胡 的 一 租 独 立 初 积分 为 和 加 ,于 来 w+ 能 用 用, 2， 

dw 来 表示 ， 由 于 ou 能 由 oa 依 注 各 Dor 一 品 n.[w#,，%*9 所 唯 

一 决定 ， 所 以 w* 也 可 单 用 wy wr 及 其 微分 表示 ， 因 为 w* 为 

oz 的 常 系数 元 性 棚 合 ,利用 他 .1.4) 第 一 部 分 就 可 见 到 


Doom 一 六 oo oh, ou] + chs Lo", ar ， (7.1.8) 


依据 (人 7:17 和 7:14.8) 式 , 及 利用 定理 1 便 可 知道 , d 中 为 一 对 
称 空间 的 碎 素 ,网 理 ,ss 也 为 一 对 称 空 间 的 区 荫 , 因 此 得 到 

下 理 2 如 果 对 称 空间 的 迷 向 群 冯 可 物 的 , 盾 示 这 一 对 称 它 
问 便 是 琴 个 对 称 空间 的 滋 积 空间 . 

根据 这 一 定理 ， 我 们 只 要 研究 迷 癌 群 为 不 可 物 的 对 称 室 阅 ， 
就 可 点 了 . 这 样 的 对 称 空间 称 为 不 可 物 的 对 称 容 间 . 

欧 代 空 阅 次 对 称 空 间 的 一 个 平 几 的 例子 , 因为 它 容许 六 bel 
群 为 移动 群 , 是 可 煌 的 , 实际 上 上 宪 分 解 为 一 锥 的 空间 的 家 和 ， 
在 下 一 节 中 我 们 将 看 到, 常 站 的 一 种 , 当 山 
府 不 为 0 时, 它 是 不 可 和 蒋 的 ， 


§ 7 了- 吃 对 称 空间 的 儿 何 性 质 


讷 对 称 空间 的 运动 群 的 微分 算 子 已 取 好 ,使 人 "1: 引 式 能 能 
成 立 , 肥 训导; 为 一 点 Po: (0, 0,… 0 的 安定 群 的 算 子 . 记 


Xt (8) (7.2: DD) 


3 1 
作 常 微分 性 程 粗 


pil 


ob (2). (7.2.2) 


ee el 


是 注 3. 
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以 二 0, zt 一 0 为 初始 条 件 作 这 一 古 程 租 的 解 zi 一 产 (tf, 6) .我 
们 要 证 ， 对 任何 常数 ec 2 一 了 (ft, 6) 为 空间 的 测 地 各 ， 由 于 六 1 
可 以 用 宪 们 的 常 柔 数 继 人 性 租 合 来 代 玲 ， 我 们 不 妨 对 5 二 01 来 证 
朋 议 一 事实 .这 时 ,由 对 ;所 产生 的 室 搞 相当 于 和 由 于 群 
0 {7 .2:8) 
所 定义 的 蛙 参 数 样 。 三 这 个 辞 下 ,初始 标 形 恋 化 为 一 个 大 到 
的 标 形 旋 ， 在 人 这 族 标 形 之 问 的 变 位 方程 海 
dP=oe, Ce 一人 (7 :22.4) 
这 因为 ,对 于 对 称 空 间 而 亩 ,前 章 中 的 o 的 表达 式 (06.2.16) 化 
| 
wt ~ of cn, {73:5B) 
对 所 答 于 群 而 置 , oi 一 0.07. 3. 和 表示 :在 这 个 单 厌 数 普 换 群 下 ， 
内 初始 标 形 出 发 的 章 兰 数 标 形 族 为 相互 平行 推移 的 ， 和 且 标 形 
的 原点 的 为 糖 保持 和 商量 ea 相 若 , 因此 标 形 的 原点 的 堪 帮 的 切 
稚 相 互 平 行 ,所 以 是 漳 地 态 ， 因 点 Po 可 尾音 选取 ,所 以 有 
定理 1 对 称 空 间 中 任 葵 一 点 了 及 任 一 个 过 了 点 的 方向 1 
必 和 存在 空间 的 一 个 单 套数 运动 群 ， 宇 的 过 PP 点 的 雪 链 和? 相 
研 , 又 为 测 地 炉 . 
利用 方程 人 323 的 解 开 一 产 导 ,5) 可 以 得 到 深 关 的 关于 点 
的 法 坐标 事实 上 ,全 =t0', 突 易 多 到 
Fit, 0) =— 2 
式 中 的 g' 为 适当 的 醒 数 ,日 det 天 | 在 入 一 0 时 也 为 0， 因 


此 可 以 用 来 作 痢 的 坐标 ， 在 过时 全 下 测 地 粹 的 太 程 就 是 
和 一 0 (7:2.6) 


这 玉 直 ,就 是 法 坐标 . 
现 考 察 对 称 实 间 的 张 景 的 特征 .我 们 可 证 明 
定理 2 Riemann 宏 并 下, 为 对 称 空间 的 充 要 条 件 是 


§ 7.2] 对 称 窑 间 的 斤 何 性 质 2 


lss = 0. (7*2:7) 
这 里 我 个 仿 用 Bi 认 空 间 的 曲 床 张 量 ,记号 “| 加 表示 它 的 
相应 的 共 变 导数 ， 
先 设 本 ,为 对 称 的 , 依 前 一 交 的 讨论 ,并 根据 他 "1: 名 式 知道 
wt — Ch? , / (7.2.8) 
典 而 不 难 算得 
De — [oy, od ~ hcler, 9], 
所 以 ,参考 于 可 容许 标 形 ， 
再 后 一 ce 各， (7.2.9) 
因为 可; 为 迷 向 群 的 不 变 张 时 , 所 以 也 成 立 
Biwia— Bandi — Bndks — Ryracs =—0., (7:2:10) 


(当然 ， 这 个 式 子 也 可 以 利用 Jacobi 恒等式 直接 腑 施 ,) 由 
(C72:8}, (7:2-9) 可 知 

DR = Rydhaw? 一 ze 和 CD 一 Rynrckac’ 一 Rancm,, 
根据 72.10) 就 知道 DR 一 0， 罗 此 也 就 推出 了 (C72*7) 式 。 

副 在 要 旋 明 相反 的 事项 ， 如 假设 对 一 Riemann 空间 了， 
(7.2. 人 7) 式 成 立 ,而 要 着 明 屁 是 对 称 空间 。 

为 比 ,在 Fs 中药 一 感人 及 DU 反 的 一 个 看 奖 标 形 4o, 从 这 个 
标 形 出 发 ,向 一 切 可 能 的 路 年 作 平行 移动 ,得 到 这 空间 的 一 族 标 
形 , 我 们 称 这 上 族 标 形 为 平行 可 达 的 标 形 族 。 忆 诊 这 种 标 形 依 英 
于 贿 数 (wi, 他) 区 为 标 形 原点 的 坐标 ， 当 于 固定 时 , 5 可 秽 
为 该 点 的 和 乐 群 的 贿 数 .这 族 标 形 的 变 位 方程 记 为 

dP=0ie, Ge 一 地， (7 2.11) 
式 中 他 85 为 (ob Wp) 的 Pfaff 式 .这 时 也 股 立 方程 


2 我 们 趟 去 严格 地 讨论 这 一 剖 项 成 并 的 依据 ， 这 时 特别 还 恬 候 定 仿 赖 关 乘 有 
一 定 的 可 微分 性 ， 


本 mh Py, ! 
= ' =- 下 = 1 
PT 


- 可, ra = = 
I er ee 元 和 RT 
=- ub | re i, 四 
™ 


oe: 对 称 Riberuantl 空间 第 七 音 
Dast— {251, 1], Dos ~ [ey, Hh] + 3 Rn[a， 5] ，(7.2.12) 


设 下 和 于 为 两 个 急 近 的 标 形 , 也 的 原点 为 P， 可 把 T' 平行 移 
动 为 T", 使 T" 和 全 有 同一 原点 ，TP" 和 和 均 为 平行 可 达标 
形 , 且 为 今 近 的 标 形 ,所 以 从 TP" 到 呈 的 变 盖 为 和 乐 群 中 的 无 毓 
小 变换 所 生成 的 变 差 ， 但 T" 和 有 的 变 差 就 是 标 形 到 到 标 形 
T 的 变 盖 ， 所 以 T' 和 也 汐 变 着 可 用 卫 点 和 乐 群 的 无 穷 赴 变换 
来 描述 .、 再 选取 一 路径 元 水 此 了 可 将 初始 标 形 TP。 平行 移动 为 
了 ,这 时 2 为 某 一 标 形 下 沿革 平行 移动 而 得 到 , 下 必 有 属于 可 
达标 形 族 . 从 加 到 To 的 变 盖 符合 于 从 了 T" 和 到 下 的 变 莽 ,而 开 
到 To 的 变 盖 属于 〇 点 的 和 乐 群 ， 因 此 ， 如 果 把 参考 于 标 形 T。 
的 局 点 的 和 乐 群 的 枪 人 性 李 代 数 的 基 取 为 


(= (CF) 3 (7 2-183) 
那 来 从 了 和 了 ' 的 变 位 ( 套 老 于 标 形 了 T) 中 的 由 有 表述 式 
y=0n0” {est+oh=0), (7 .9.14) 


这 里 的 凡是 有 中 的 Pfaff 式 , 这 应 谈 和 汉 构 成 一 棚 独 立 的 
Pfaft 式 , 否 央 , 和 忒 群 的 套数 便 要 减少 . 
利用 由 的 表达 式 , 由 07:2.:12) 第 一 部 分 和 (个 .2.14) 可 此 
Di =onldt, 8*]. 
从 (7:2.12) 的 第 三 部 分 还 可 此 到 
Do — 0 De 


= 三 (cpl 一 Gy) [ar*, |] + 地 Rr [os™, Wo"] » 
由 于 0 构成 一 炉 性 李 代 数 的 基 , 所 以 存在 常数 o 使 能 息 立 


+ hf 
OFChy 一 oh 一 Coc0fh， 


和 岗 此 我 们 就 有 


凑 训 与 床 - 册 
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cp{ D0* 一 计 哆 [o 的 | 到 Bali 9] . 


从 这 一 方程 可 以 昂 到 

Ry = O40%, 
由 于 假 诊 Bjw 的 共 变 导数 为 0, 所 以 在 下 行 移动 中 蕊 不 发 生 亚 
差 , 在 平行 可 夺标 形 中 , 宅 保 持 汐 常数 ,所 以 唤 必 为 常数 ， 因 而 
得 到 总 ,由 能 满足 如 下 的 关 承 式 : 


Di =0onlis!, 0*], De’— 豆 ch Lost, + 可 cro [0”, 2] . 


这 表示 部， 7 构成 一 个 群 的 不 变形 式 租 ,从 (7"2.11) 可 以 见习 ， 
V, 的 平行 可 达标 形 族 就 符合 于 这 一 个 群 的 可 容许 标 形 族 ， 妈 
因 
ds Bi), 

所 以 这 群 就 是 空间 了, 的 运动 群 , 根据 $7.1 定理 1 就 见 到 : 宏 
问 也; 为 对 称 的 ， 定 理 就 毕 ， 

大 此 还 可 得 到 

推论 ”对称 空间 容许 一 运动 群 ,使 迷 向 长 与 和 乐 群 相 一 致 

现 定义 对 称 变换 ， 

定义 ”起 卫 为 Riemann 空间 中 的 一 点 Po, 性 @ 为 空间 任 
一 点 0. 作 连 Po 和 @ 的 唯一 的 测 地 稿 Pug ,把 这 一 测 地 入 向 P。 
的 另 一 合 延长 ， 在 其 上 取 点 8, 使 @Po 的 惑 次 等 于 PoQ 的 匠 
长 , 那 末 , 映 象 

rQ=® 

称 为 关于 点 Po 的 对 称 变换 

要 永明 下 述 的 重要 事实 . 

定理 3 _ Riemann 宏 间 了 ,为 对 称 空间 的 充 楼 条 件 是 : 宏 阅 

5 严格 地 说 求 ,应 访 是 在 卫 的 蘑 一 适当 小 的 各 城 中 的 点 ， 


2380 . 和 对称 iaemant 汇 间 { 囊 七 章 


中 的 对 称 变换 为 等 长 变换 . 

先 起 也; 为 对 称 空间 ，Po 为 所 的 任 -- 点 , 在 Po 点 任 选 一 
直 交 标 形 为 初 姑 标 形 , 那 未 可 决定 出 算 子 了 Y1,… ,XX,, 个 得 廊 1， 
…， 及, 对 应 于 从 Po 点 出 发 的 天 个 朝 安 单位 向 量 , 而 且 它 信 所 
钢 定 的 过 Po 点 的 迹 郝 的 束 太 是 过 吓 点 的 测 地 糠 .到 站 1，…， 
,为 卫 点 的 安定 群 的 微分 算 子 , 群 的 一 般 变 换 可 由 


十 


所 产生 虹 一 et 时 一 6 可 种 为 群 的 装 付 标 , 从 此 可 得 出 可 容 洛 
标 形 族 (以 Po 点 的 已 取 好 的 标 形 为 初始 标 形 ) ;: 且 戚 了 江 
dP=o'(w, du)e, d=! (wy, ds) er 
如 取 坐 标 骤 竺 ,使 得 相应 于 嘲 = 夺 , 地 =0 的 标 形 的 原点 有 以 出 为 
付 标 ， 因 这 时 个 =0, 所 以 它 就 是 Po 点 的 法 坐标 ， 因此 对 称 变 
所 邹 为 
We 
因为 依据 Po 可 以 作对 侣 自 同 构 ec, 使 
这 ;二 一 广 ;， 三 一 在，， 
所 以 我 们 有 
um Cu 
加 此 也 和 有 
OW, tt, du) 
—0 (WW, Wdut, dw) a=1, 9, -7, rY [7:2.15)} 
特别 , 当 志 =0, a=j 时 ,我 们 有 : 
Ou, 0;—Au = wu, Odi (72.168) 
因为 空间 的 区 开 可 站 为 
da? — PLet (ww, 0; dw) ]2, (7.9.17) 
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所 以 南 7:2:16) 立即 可 频 昂 到 关于 Po 点 的 对 称 变换 芭 为 等 长 
的 由 于 P 是 人 性 登 选 到 的 一 点 ,所 尽 对 称 空间 关于 任 释 一 感 的 
对 称 都 是 等 长 的 变换 . 
相反 地 ,如 有 一 个 Riemann 空间 了 对 每 点 的 对 称 均 为 等 
长 , 那 末 , 我 们 在 空间 中 和 任 取 一 点 Po,， 作 关于 Po 的 法 坐标 学， 
对 称 变 搞 这 时 取 形 式 
it = 一 上 (7 了 .318) 
依 假 广 ， 窟 是 一 个 等 其 的 变换 .又 张 所 Rn 也 应 该 在 这 一 变 
挽 下 不 庄 , 特 别 ,这 一 张 量 在 Po 的 值 应 满足 
一 
因此 ,在 如 oo 点 Ba 一 0。，6 为 任意 点 ,所 及 在 六 , 中 的 每 点 均 ， 
有 ms 一 0， 依 据 定 香 生 就 知道 广 , 为 对 称 空间 . 
在 本 节 诗 束 时 ,我 们 还 要 证 明 
定理 4 发 人/ 瑟 为 非 欧 反 的 不 可 鹊 的 对 称 室 简 , 那 末 群 卸 
必 为 午 单 入 的 . z 
我 们 计算 不 可 前 对 称 室 介 的 数量 积 , 由 于 (oh) 构成 迷 辐 群 
的 李 代 数 的 基 , 所 以 
OO, = (了 2-19) 
为 迷 呵 群 的 任 随 线性 群 的 不 亦 张 蜂 ( 见 85.4 定理 2 的 证 明 ) ,又 
二 灰 型 gxeer 必须 为 贯 定 的 , 因 可 通过 (ea) 的 选取 而 把 gan 
化 为 对 角形 ,利用 吹 = 一 纪 ， 且 对 固定 的 和， 唤 不 又 为 0， 所 眉 
Ga = CF OO, {7.29.20) 
选取 适当 的 (ch) 之 后 , 可 取 44 二 一 6,。。， 因 为 迷 向 群 的 入 性 储 
随 群 的 基 为 机 一 人 8 , 所 应 0 关于 三 个 指标 均 为 反 称 ， 因 而 
二 次 型 peer 一 Chacto6re? 为 非 正 的、 因而 , 处 论 在 什么 基 下 面 ， 
一 次 型 . 
Gy er = pee + by Ber 
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为 贡 定 的 ,因此 可 重新 取 基 (ch), 使 
Gm ooi, + Ono = — a. (7 .3.21 ) 
逐 考 加 
i = 0 一 (7 .2.22) { : 
式 中 az, 忆 记 1 2,…, 7 了 ，, 而 第 二 个 等 人 由 (7 1: 岛 得 入 ， 
一 依 本 :2:9) 式 可 见 


Rss— Ri — CF, (7 :2:28) 
Ricoi 张 最 Ry 关于 3 了 为 对 称 , 所 以 就 见 到 
Gy 一 一 dF ‘7 :人 24) 


因 为 运动 群 的 不 变 张 量 , 所 以 后; 必须 在 迷 站 和 定 下 为 不 实 ， 
* 因 迷 亲 和 群 为 不 可 物 , 所 以 有 


GQ = ~ 2R,= — 08,, (¥ .9.96) 
于 此 ee 为 常数 再 注 共 到 ,图 人 :1.3 的 形状 可 推出 + 
Ge = 6%08, 一 0 (7.2.26) i 
因此 群 呈 的 Uartan 二 次 型 可 和 宜 成 为 
Gope ee 一 —0L(e)? + (6) ] — [et en) 
(7 .9.97) 
因为 Uartan 数 其 积 在 壬 性 伞 随 群 下 为 不 变 , 所 以 还 成 立 
全 0 十 个 6 一 0 
在 这 式 中 取 5=J， a 一 ,BB 一 我们 就 得 到 
~0y—C0wy=0, 
这 就 是 
0 敬一 — ecky. (7 .2.28) 4 


其 此 本 昂 , 如 果 c==0, 那 来 史 =0, 从 此 再 市 从 :9. 自 得 到 Rm 
一 0, 因此 空间 尝 为 欧 氏 的 所 以 对 非 欧 氏 的 下 可 鹊 的 对 称 空 
间 ， 必 须 有 #50, 因而 Oartan 度量 不 退化 ,喜好 为 牛 音 藉 
的 ， 


到 
一 


2 
Ea 


$7 了:8] 机 可 和 构 的 对 称 迪 间 4283 


$7 了 :3 不 可 灼 的 对 称 空间 


我 们 继 烤 讨论 不 可 和 煌 的 对 称 空 问 ， 我 们 要 旗 明 

定理 1 迷 向 群 丰 证 莉 的 齐 性 Rismann 空间 ， 如 果 运 劲 群 
并 非 单 太 群 , 慎 末 空 闻 一 定 是 对 称 的 . 

光村 葵 运 动 群 非 为 秆 单 感 的 情形 ,这 时 和 群 的 李 人 代数 台 必 有 


可 换 的 理想 于 代数 R', 它 不 可 能 完全 包含 在 一 点 的 安定 群 的 于 


代 籽 因 ， 因此 可 刘 茹 天 1，……， 太太 io 下 六 1 
.iy 
的 基 (9 大) ， 攻 p41 到 * 为 一 点 的 安定 群 的 微分 算 子 的 基 ， 
这 时 ,证 一 3，…，87 一 2 十 区， ， 划 主人 无 ] 只 能 表 
二 和 1 用 和 天 set 证 的 焰 性 粗 合 , 因 之 有 
Ca—0 a=1, 2 一 十 区 人 3 
如 《< 名， 这 表示 迷 向 群 在 韭 平凡 的 不 变 平 面 , 这 和 迷 向 群 不 可 
类 相 子 盾 , 困 之 9 一 4%， 这 时 态 ;,，…, 玉 , 本 身 为 可 换 的 算 子 ， 容 
则 容许 可 换 的 单字 可 迁 群 , 这 时 窍 间 太 , 必然 就 是 欧 氏 宝 间 , 可 
归于 对 称 罕 间 . 
上 出 考 繁 李 人 代数 路 为 秆 单纯 而 不 为 单 炖 的 情况 ， 那 未 人 ' 就 
分 为 一 些 音 藻 的 理 焉 于 代数 的 直 和 
=i (9), (7.8.2) 
式 中 多 ,都 不 是 一 条 的 ,每 一 个 护 信 =1,2,…, 3) 都 不 


能 属于 吾 ', 否则 玉 ' 中 就 包含 了 G' 的 理想 子 代数 ,这 是 不 可 能 . 
的 . 识 及 为 Gr' 中 包含 豆 ' 和 后 的 最 小 的 平面 ,因为 


HH ,HCH', [Gh, GEm, LH', OE, (83.8) 
所 以 5 为 子 代数 。 因为 吾 ' 不 包含 G' 的 非 平凡 理想 子 代数 ， 
.不 能 人 台 于 已 及 必 须 和 9!' 相符 合 , 否则 依 第 五 章 所 家 ， 
运动 媳 为 非 素 性 的 , 迷 向 群 就 有 不 变 乎 面 ,这 和 是 未 可 能 的 ， 


-mt 


E> 

5 

i 
1 
ol 

上 
站 
" 
- 
二 
也 
He 

[0 
了 
二 
， 
" 
‘rr 


究 Gd 灿 称 Risemann 谤 阅 [ 毕 - 是 从 
现 证 8 一 2， 识 :EE 的 ,到 1 关 0， 由 于 了 as 一 全， 所 点 存在 
Gs 中 的 元 素 下 3 和 如" 中 的 元 素 了 了 , 使 下 :一 下 3 十 开 ， 了 了 必 为 
非 守 元素 ， 否 则 民 就 为 四， 的 的 公共 元 素 ， 因 之 为 孝 元 袁 ， 
和 所 股 矛盾 .如果 > 一 232, 则 存在 着 Bs, 而 
LY, 人 5] 一 站 人 汪 和 一 -二 3 Gal =0, 
及 显 热 上 由 ,如 和 jj 忆 如", 因此 
时 ,Gl=[IY, Ls]=[Y, G+ HSCH'. 
这 航 直 在 十 ' 中 存在 非 艾 元素 了 了 ， 它 所 对 应 的 性 随和 线性 群 的 元 
素 在 相 切 空 间 中 艺 导 了 移 元 素 , 这 是 不 可 能 的 ， 困 此 必 有 8 一 2， 
骨 州 Cl 和 Gz 同 构 . 改 GZ 2 为 二 的 基 , 则 在 如 中 
存在 元 素 刺 ;，…， 媳 ， 使 
Wi=Yit2, Wa=Tat gy, *, Wo= Yt Zs, 他 .3 和 
哉 中 1， 为 如 中 的 元 案 ，GG 中 的 元 素 环 1，,…， 你 ， 懂 
为 多 性 无 关 的 ,为 散 明 这 一 点 , 认 有 orW ,一 0(4=1, 9,……., PD)， 
轩 而 
— oad,, (7 :8:5) 
得 如 果 分 如 ' 几 后 一 下 '， 那 未 
[LK', HICKR,, 
让 攻 ' 为 如 ' 的 理 炉 子 代数 。 因 瑟 ' 为 紧 我 李 代 数 , 故 吾 ' 可 分 
为 两 个 理想 子 代数 的 坎 和 ,部 
五 "一 下 "十 Lb", (7.3.6) 
式 中 五 也 为 召 ' 的 理想 子 代数 , 因 [下 ', G4] =0, 所 以 相应 子 
七 ' 的 粮 性 伴随 群 中 元 素 使 切 空间 中 某 些 向 量 保 持 不 变 ， 认 请 
为 这 些 向 量 的 例 体 所 成 的 平面 ,其 移 数 必 小 于 n (否则 迷 向 群 和 
安定 群 不 同 构 , 对 Riemann 空间 来 启 , 这 是 永 可 能 的 )}、 因 工 ' 
和 长 ' 可 交 挤 ,容易 见 双 , 站 也 为 五 的 不 变 平 面 ,这 就 和 迷 向 群 
为 不 可 鹊 发 生 了 矛盾 ,所 及 区 ' 一 0, 部 五 ' 和 名 流 有 非 均 的 肥 北 


UY 
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元 素 ， 因 此 由 人 :8 四 式 得 出 信 二 0。 所 以 Gs 的 厅 数 不 低 于 Gx 
的 维 数 ,同样 的 理由 六 明 久 的 次 数 也 不 性 于 Gs 的 雁 数 ,所 以 这 
商 个 理想 子 代数 有 相同 的 条 数 ， 香 且 分 别 可 取 和 ;1， 区 2， 
和 Wi a， ， 丈 ， 为 它们 的 基 . 
现 起 
[Zs, 一 co 多， [Woe, Wol] ~—cHW, 
(a, b, e=1, 2, ***, Pp),， (8.7) 

球 末 由 《7:3-4) 可 见 

[Ys, Lo = — Cede 

LY ,, Wj 一 col 一 号 bo 十 Cs, 
因 2 和 仇 , 美 于 五 ' 属于 同一 等 价 类 ,又 如" 为 于 代数 ,所以 

FF。 Zo—Wi EAH’, 


到 此 
(op +t eo) Zo EH 
因为 已 姓 人 HM 和 五 ' 兵 有 零 元 素 相 公共 ,所 以 
co 一 一 5 如 ， (7 .3.8) 
所 以 对 应 
Ze>— Wa (一 1 2,..,P) (7-8:9) 
生 抽 了 李 代 数 人 和 Ga 的 同 构 . 


四 为 五 ' 和 人 VY 的 交集 只 为 等 元 素 , 所 以 以 的 闪光 不 超过 . 
DD， 及 了 sfg 一 TI,， 2,…, PD) 也 必须 多 性 无 大 ， 这 因为 ， 邵 成 了 Y 
oF, 一 0, 得 末 就 有 

(0 一 人 六 。， 

因 人 VY 和 6 的 公共 元 迪 只 有 零 元 素 , 所 以 0 一 0。 因 此 和 也 为 
p 蕉 的 ， 由 于 Riemann 窒 间 本 身 为 n 共 的 ,所 以 Pp 一 n。 趟 取 无 
EE 

HI, Ran Zt WW Gl1, 2,.", n), (7 .8:10) 
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那 未 就 成 六 
EX, 省 =00Rnrp, [Xr, Rap) = 0 
[Xp Rs] = Cyr 
有 此 就 二 虹 到 空间 六 对 称 的 .定理 1 评 些 , 
因为 三 ,Gz 和 总 都 间 构 ,而 起 ' 的 李 代 数 为 蜂 致 李 代 数 ， 
所 以 Gr' 实际 上 还 是 由 两 个 同 构 的 紧 致 单纯 李 代 数 构成 、 
大 此 也 可 推出 人 Oartan 的 
定理 2 裔 宙 / 瑞 为 不 可 和 葛 的 对 称 空间 , 又 @ 非 为 单 粮 , 那 
末 如 属 为 丁 个 同 松 的 紧 到 ° 李 代数 的 站 和 |. 
相反 的 事实 也 成 立 :如果 已 税 琴 个 紧 玉 的 单 祁 李 代 堵 , 丸 为 
同 攀 前 。 依 定理 1 中 所 示 的 方术 决定 二 了 si 站 郎 就 可 应 作 
出 一 个 对 称 空 间 , 这 一 空间 显然 也 是 不 可 物 的 ,否则 所 稿 岗 李 代 
数 的 件 随 炮 性 本 也 有 不 变 焉 面 , 宪 就 是 不 可 煌 的 .附带 指出 ,该 


(7.3-11) 


”上 时 的 对 合 自 同 梅 e 为 
GRi= C—O (C7:8:12) 
除了 上 述 类 型 欣 不 可 蒋 对 称 空 间 汗 ， 自 然 我 们 要 洪 究 对 应 
于 单 芳 李 代 数 的 不 可 煌 对 称 空 间 . 


依据 (2.27) 式 , 当 5>0 时 , 李 代 数字 ' 为 紧 致 单纯 的 , 当 
C0<0 时 ，Uartan 度量 非 为 正定 ,由 GF' 为 单 粮 , 它 也 不 能 使 另 一 


. 正定 的 二 次 型 不 变 , 所 以 李 代数 9' 为 非 紧 我 和 的， 我 们 要 指出 这 


两 类 对 称 空间 之 各 的 密切 的 联系 。 上 先 发 息 , 已 糖 一 非 紧 狼 李 代 
数 GF' 所 对 应 的 不 可 葛 的 对 称 空间 ,这 就 是 说 ,在 人 F 中 已 确定 了 
一 个 对 合 自 同 构 a, 而 在 G' 中 可 适当 选取 菇 五;，.…,， 卫 ,, 使 能 
Li 
[~ 1, 和 可 Ci ， [将 一 号 )， 
[ 交 ， 磋 由 一 of 三。 人 
依据 单纯 实 李 代数 FY', 我 们 可 以 制作 另 一 李 代 数 , 它 的 过 程 是 ; 


pe- 


中 
| Bp, "i= 


I i 
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把 FF' 复 化 ,然后 在 复 化 的 空间 中 取 元 素 芒 1 一 $ 太 1, 以 屯 ; 和 及、 
为 其 ,可 重新 定 处 出 一 个 实 的 李 代 数 LD', 其 精 构 方程 汶 
LX!, = [一 0， 
[ 芝 ;, 太一 0 入 
发 这 个 李 代 数 的 Uartan 度量 六 太 。ne*e ,容易 屁 到 
G RE,,, Gu Ryo, Gy=— Kyu. 

因 些 五 的 0artan 数量 积 为 : 

EL 十 十 8 一 (8341 十 "十 好 )， C7.8:16) 
于 此 56 为 摧 数 . 国 此 工 为 紧 致 可 代数 ,对 应 一 个 丰 可 狗 的 对 称 
空间 ， 上 ' 必 为 单 视 李 代 数 或 西 个 单 如 李 人 代数 全 入 的 直 
和 。 所 以 非 紧 玛 李 代数 G' 的 不 可 葛 对 称 空间 必 对 应 于 一 个 紧 
和 狼 李 代数 徇 对 称 空间 、， 相反 地 , 同 梓 的 步 厅 岂 可 以 由 紧 臻 池 代 
数 所 对 寂 的 下 可 法 对 称 空 间 导 引 和 到 非 紧 狼 的 李 代 煞 所 对 应 的 了 未 
可 簿 对 称 空 间 、， 因此 ,从 局 部 的 观点 来 看 ,全 部 对 称 空 间 换 问 定 
上 归 料 到 紧 致 李 代 数 的 不 可 和 鞠 对 称 窑 间 的 所 定 ， 使 上 上 面 的 讨论 知 


(7.8.14) 


游 , 当 此 闻 代 数 是 牛 单 炖 面 非 单 杭 时 ,对 称 空间 的 烙 构 已 立 部 可 


作出 ， 因 此 决定 对 称 襟 间 的 章 题 归 千 为 生 粹 荐 代数 的 问题 一 ~ 
决定 上 紧 孝 单 椰 李 代 烙 的 所 有 的 对 合 昌 同 构 的 阅 题 ， 这 一 问题 已 
经 得 型 上 很 好 的 解 岂 ,我 们 在 此 不 去 计 窒 它 , 也 不 去 儿 壕 各 个 特 
狐 的 对 称 密 间 的 种 种 情 专 ,有 兴趣 的 著者 可 以 参看 有 关 老 著 . 
最 后 我 们 还 将 捐 出 一 个 从 未 完全 解决 的 问题 ,这 就 是 : 迷 向 
群 为 个 可 用 的 齐 性 Riemann 室 央 除 对 称 空间 而 外 还 有 哪些 ? 
从 我 们 的 时 酚 可 以 看 到 ,只 要 考察 李 代 数 9' 为 单 稀 的 情况 就 可 
以 了 .。 因为 依 定 理 1， 当 FH 非 为 补 单 炖 上 时， 空间 悔 为 欧 岳 ,有 
当 G 为 定单 楼 而 非 为 单 郑 时 , 空间 必 为 对 称 的 . 除 此 而 外 ， 
b. Uartan 也 已 就 明 , 当 招 为 非 紧 致 的 单 郑 李 代 数 时 ,空间 也 只 


能 为 对 称 的 ， 所 以 剩 下 来 只 需 硅 哈 9' 为 紧 致 单 引 李 代数 的 情 . ， 


=- 
> 中 
re 
F _ he i 1 一 mr 1 - - 1 中 四 了 1 四 
杰 | | - = ™ -1 Ep =- = 
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形 ， 这 一 问题 近来 已 孝 得 到 -- 定 的 研究 , 已 有 相当 的 车 果 。 我 
从 只 指出 ， 迷 回 群 不 可 物 丽 非 为 对 称 酌 齐 性 Riemann 空间 迁 
是 很 多 的 《MaHT7poB 0. B. [11, 121)， 但 人 向 未 完 答 岂 定 好 . 依 
据 我 们 的 第 六 章 的 讨论 , 记 定 和 这些 空间 对 于 决定 所 有 的 竟 人 性 
Niemann 空间 基 有 第 重要 的 意义 的 ， 


YY 
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本 书 完 侈 是 从 局 部 的 微分 儿 何 学 的 观点 来 写 的 ， 读 者 在 具 
条 了 类 性 代数 和 箱 单 的 Riemann 几何 的 知识 以 后 就 可 于 读 这 
本 书 ， 但 这 样 做 也 有 一 -个 很 天 的 缺陷 , 这 就 是 我 们 的 论述 ， 巷 
高 定义 本 身 水 可 澡 竟 地 带 有 一 些 不 够 严密 之 处 ， 在 术语 使 用 上 
也 有 一 些 地 方 可 能 会 引起 材 解 ， 在 奉 录 中 就 想 对 此 作 若 干 补充 
订 上 明 ， 

首先 对 微分 流 形 的 意义 作出 谣 明 {大 看 De Rham {2]). 

定义 究 亲 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 , 旋 还 具有 如 于 的 
补充 结构: 存在 有 限 个 或 可 烈 个 邻 玻 Ti， Us, …, Uy, …, 使 能 
复 盖 于, 又 对 每 一 Us 均 存 在 到 % 灯 欧 氏 完 间 某 一 开 区 域 Sy 
的 一 个 同 用 

Tfytp), T= (Fe HN) END, PEUy. 
此 外 , 对 任 全 两 个 相交 的 如,, Uy; 如 把 丽 数 X 一 ff5' (vw)} 用 
笛 卡 儿 开 标 表示 为 : 
Zi— pr' (a) , 

而 图 数 yg’ 满足 条 件 

(i) 所 有 的 gi 均 为 Cr 的 画 数 (7 一 1, 2, …, oo,)， 
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(i) Jaeobi 行列 式 det | 0， 
央 你 六 为 % 礁 的 0 微分 流 形 . 所 玉 的 补充 精 构 称 汐 C0" 微分 精 
粮 ， [中 的 C7 面 数 当 了 为 正 取 煞 了 时 是 指 具 了 阶 过 苇 导数 的 办 
娄 ,” 是 指 具 任意 阶 的 连 筷 导数 的 殴 数 ,C” 指 解 析 夯 数 ,C” 流 
形 涯 称 为 解析 流 形 ,Uo … ,Uw "… 等 称 为 基本 举 标 域 ， 

在 C0" 微分 波形 上 或 其 某 -- 开 梨 妆 上 所 定 必 的 画 效 了 (pb) 
可 上 在 各 点 的 适当 的 邹 琥 表示 为 举 标 的 图 数 . 惟 徊 为 了 池 四 ) 
的 定义 域 中 的 一 点 ， 因 基 本 坐标 域 复 定 整个 型， 所 以 pw 以 属于 
某 一 Un， 因此 0) 在 22NDUs 中 可 表示 为 华 标 人 ,xr 的 苏 
名 了 0， 如 果 在 各 个 有 关 的 坐标 域 中 ,所 作 的 画 数 了 
均 为 台面 煞 (8 志 7) , 那 未 称 画 数 了 (Dp) 为 各 的 . 

如 有 果 有 一 姐 画 妆 

gf 一 六 《他 ) ， 
定 必 域 为 羡 ， 把 二 一 对 一 地 及 照 到 欧 氏 空间 的 一 个 开 区 域 上 ， 
而 且 在 每 一 非 鹤 的 Uy 门 2， 相应 的 画 煞 

y=—f (r,t) 
均 属 于 0", 丽 且 det |- 借 0, 那 末 就 称 3 为 -Cr 坐标 域 


4# 为 区 域 当 的 坐标 ， 

阅 易 证 明 ,如 了 1 大 y， 为 一 棚 作 全 标 越 , 且 形 一 六， 
那 未 所 ，…，,， Fw, "… 也 具有 定 闵 中 所 襄 的 基本 坐标 域 DT ，…， 
Uy,… 的 性 质 , 我 们 称 疡 ，…, Fx, … 是 各, …, Uw, -… 相 
尘 价 的 0" 举 标 系 ， 如 用 下,，…, Vy, … 来 代替 定 多 中 Ti， …， 
Uw, …， 我 们 仍然 认为 型 具 同 一 的 微分 粘 构 . 这 就 是 ， 用 等 价 
的 坐标 有 辽 所 定义 出 的 微分 流 形 是 相同 的 . 

微分 流 形 的 一 个 具体 的 例子 是 : 衣 呈 …… r+1 为 于 1 站 
欧 氏 至 出 如 st 的 笛 卡 儿 举 标 , 识 FG 为 


在 - 
kh 


4 

i 
PPE [| 

pc 
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的 0" 画 烙 ,又 疾 汐 满 足 
FP, 0 


的 点 第 ( 履 为 非 空 ) ,而 在 了 的 每 一 点 上 -名 ，…, BT 不 全 为 
0. 得 未 政 就 是 一 个 C' 微分 沪 形 、 事 实 上 ， 识 Po 0， 多 ，…， 


a 于 的 点 ， 不妨 训 在 Po 点 BIO ;因此 在 辣 sri 中 存 . 


在 帮 碟 交 应 的 一 个 开 球 仓 , 售 得 关 在 彤 中 的 点 光 能 表示 汐 
yt p (or, | a) ? 


有 BT i 天 0, 不 妨 把 六 ,…' ,9 的 变化 范 团 限制 花 % 杂 空间 的 一 


个 球 域内 , 这 样 ， 我 们 就 得 到 下 上 的 一 个 开 和 货品, 把 它 依 名 
轴 方 向 投影 到 =0 平面 上 ， 我 鸽 得 到 避 和 % 打 欧 天 空间 的 
区 域 的 一 个 同 胀 ， 对 于 站 上 的 每 一 点 卫 , 均 可 作 这 样 的 邻 城 ， 
员 不 过 有 时 必须 以 另外 的 多 来 代替 刚 闻 所 用 的 yr"*， 依 据 欧 
过 空间 的 点 集 的 性 质 ， 用 有 限 个 或 可 列 无 限 个 品 就 可 以 六 住 
及 ， 堆 0, 0 为 其 中 的 两 个 , 且 有 公共 点 ,如 果 如 ,DU 均 用 徊 
同一 37 轴 授 影 到 多 =0 平面 为 其 坐标 的 选取 方法 , 那 末 变换 的 


方程 化 为 于 = 凡 ， 显然 属于 Cr 日 det 人 型 |~1 如 果 Us,, Dr 


是 沿 不 同 的 坐标 翰 的 投影 来 定义 坐标 的 ,让 妨 裔 是 俯 线 革 轴 
摧 有 影 的 ,U3 是 全 但 轴 投 影 的 , 瑟 的 坐标 记 为 作 ，…， 咏 ,Da 的 
坐标 认为 六 ; 六， 对 于 本 ,Us 的 公共 点 ,显然 
成 立 

P=, PP gp ON, 
这 些 画 数 显然 为 如 的 ,月 


aF 

Bo 

入 让 By 2 本 而- 
By 


2 二 只 RE 


由 于 在 Ui 中 于 Br 了 0 ,所 以 这 个 式 于 有 兹 ， 又 在 Us 中 


所 以 det | .3 | 关 0, 因此 4 就 是 准 的 微分 流 形 可 容易 
验 茧 , mL 外 空间 的 革 位 球面 
Dt 1 
可 依 闭 才 卫 前 的 方式 答 子 人 解 煌 和 精 构 成 为 " 流 形 . 
同 料 地 ,如 有 方程 
Fo( ee, 0 (ol, 2, ,8), 
定 儿 了 天 宇 吕 集 于， Fo 为 0 国 数 , 且 对 型 上 的 每 一 点 , 抵 狂 


(SB a 
的 秩 煞 为 s， 那 末 也 可 以 类 傈 于 判 才 记 议 的 方法 定 习 出 做 分 夺 
构 而 成 为 一 8 礁 的 C0' 微 分流 形 ， 
我 们 三 党 二 合肥 后 来 各 章 中 所 计 论 的 “空间 ”可 以 认为 它 是 
提 某 一 微分 广 形 在 一 点 的 某 一 适当 的 邻 城 而 言 ， 但 我 们 也 可 以 
有 这 样 的 观点 :不 必 考 谍 这 一 小 片 “空间 是否 属于 某 一 个 整体 
的 往 形 ,而 把 攻 当 作 一 个 独立 的 对 象 子 久 研究 ,而 圭 在 研究 过 程 
中 只 关心 巧 在 从 后 的 适当 的 邻 城 的 性 质 ， 这 便 是 局 部 的 微分 几 
何 学 所 研究 的 对 象 、 这 样 的 研究 由 于 未 旗 及 整体 的 类 构 所 上 生 的 
影 啊 而 显得 不 人 驶 元 台 ， 但 局 部 的 研究 对 子 整体 的 车 论 也 往往 是 
必需 的 . 有 时 ,局 部 的 项 果 可 以 直接 地 推 到 整体 寺 , 但 也 有 许多 
了 时候 , 这 种 推广 攀 对 不 是 平凡 的 , 而 和 且 导 玫 了 许多 深入 的 研究 ， 
在 这 个 附录 里 未 
整体 中 去 , 哪些 车 果 的 推广 还 编 作 深 人 的 寺 论 。 我 们 只 是 以 一 
部 分 基本 的 概念 作为 典型 移 例 子 来 潮 此 生 加 说 明 . 
我 们 元 时 论 流 形 各 点 的 相 骨 空间， 在 一 微分 流 形 上 , 如 果 
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限于 寻 论 一 个 坐标 区 域 , 那 末 在 85.2 中 就 已 克 定 多 了 各 点 的 想 
婴 空 间 ， 现在 有 一 些 点 是 由 示 同 的 坐标 区 域 所 复 盖 , 但 我 们 也 
已 狂 指 出 在 坐标 变换 下 相 基 空间 的 自然 标 形 的 基 的 变换 规则 ， 
所 以 由 不 同 的 坐标 区 域 所 复 六 的 点 的 相 切 空间 仍然 是 叭 一 确定 
的 ， 不 同 坐 标 区 域 所 形成 的 区 别 只 是 自然 标 形 选取 有 所 不 同 . 
在 一 微分 流 形 上 选 好 一 粗 基 本 坐标 区 域 后 ， 咏 形 上 各 点 的 切 窑 
半 就 有 了 自然 标 形 , 其 是 这 些 自 然 标 形 不 是 点 点 唯一 的 . 

在 每 点 的 切 空 间 上 选取 -个 向 最 ,我们 就 得 到 在 党 形 上 
的 向 基 刀 ， 起 * 为 流 形 上 的 性 一 点 ， 有 是 x EUy, 在 点 % 贿 考 于 
由 Uy 所 产生 的 自然 标 形 , 向 量 和 的 分 量 记 为 (zw) (z EVY), 如 
果 旬 为 Us 的 坐标 的 CG 疼 数 ,还 未 我 们 就 称 向 量 场 A(p) 为 加 
的 。 由 于 自然 标 形 基 之 问 的 变换 系数 为 C0"! 的 画 数 , 所 以 一 般 
有 s 志 7 一 1， 和 局 部 的 情形 相反 ,在 流 形 上 末 必 能 整体 地 作出 一 
个 过 芒 的 向 量 电 ,使 和 不 取 汉 零 向 量 ， 同样 地 ,在 流 形 上 上 也 未 必 
能 够 葵 出 一 个 标 形 场 , 使 标 形 中 的 每 一 基 向 量 均 为 0 的 (0<s 
rT 一 1])， 

由 填 每 点 都 有 相 切 窄 半 ， 因 此 在 流 形 的 每 点 照样 可 以 定义 
共 变 向 量 、 张 量 等 等 所 讨论 过 的 对 象 , 也 照样 有 共 变 向 量 场 . 线 
量 场 等 等 。 但 我 们 要 小 心 对 待 具 有 各 种 限制 《3 局 部 的 观点 酒 
来 , 宪 们 是 极为 轻微 的 ) 的 向 量 饭 和 张 量 场 的 存在 性 网 题 , 流 形 
的 整体 车 构 大 大 地 稿 减 了 它们 的 存在 的 现 溢 性， 

在 流 形 上 ,向 量 声 、 张 量 声 的 制作 相当 于 在 每 个 基本 举 标 区 
域 作 向 量 场 和 张 量 娥 ,在 每 两 个 基本 坐标 区 域 的 交集 上 ,它们 要 
依照 自然 标 形变 换 的 规划 满足 相应 的 条 件 ， 例如 , 对 -- 个 向 量 
场 来 悦 , 屏 Uy 和 UL 有 有 公共 区 城 , 它们 的 坐标 分 别 为 好 zi 入 
的 分 量 分 别 有 表 达 式 ltto), 入 他 ) ， 屠 末 在 公共 区 若 二 ， 必 须 戌 
立 恒 等 式 
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下 的 Hw) -32 ， 
式 中 右边 的 x 必 乳 用 坐标 变换 的 式 了 于 作 = 作 (1) 代 天 ， 
在 流 形 上 也 可 以 定义 Pfa 食 式 和 外 微分 形式 ，Pfa 企 式 
ww dw) 了 岂可 以 认为 先 在 各 个 基本 坐标 区 域内 分 析 地 定义 好 : 
ww, dv) = (0) dm, 
面 在 不 同 的 坐标 区 城 的 公共 区 域 上 , 依 前 面 所 用 的 记号 ,成 立 
mT) dr = (EArt, 
或 者 ,我 们 作 一 在 流 形 上 的 共 普 向 量 声 , 它 在 各 个 基本 誉 标 区 域 
的 分 量 为 ai(w) , 那 未 也 就 在 全 流 形 上 定义 了 Pfaff 式 ww, dw) ， 
而 使 在 每 一 基本 坐标 区 域内 有 wm, dz) 一 qi(w) dzt， 炙 如 已 作 
好 了 汪 阶 的 反 称 的 共 变 张 量 喜 ， 在 各 个 坐标 区 域 有 叱 的 表达 式 
ws， 那 末 志 就 在 整个 流 形 上 定义 出 p 诡 外 形式 8， 如 果 
qs 为 可 微分 的 画 数 ， 我 们 也 容易 证 明 ， 非但 可 以 在 各 个 基本 
坐标 区 域 定义 DQ, 而 且 DQ 本 身 在 各 个 坐标 区 域 的 公共 部 分 
也 具有 了 阐 才 所 说 的 相 容 人性， 因而 为 整个 微分 流 形 上 的 % 二 1 次 
的 外 形式 .所 以 在 流 形 二， 也 可 以 进行 外 微分 运算 ,显然 ， 


”Poincaré 定理 : DQ 一 0 也 威 立 ,只 丑 9 的 系数 的 所 有 二 次 台数 


为 违 炉 、 

但 是 由 于 所 用 到 的 微分 方程 解 的 存在 定理 有 局 部 性 ， 第 
二 章 中 所 寻 散 的 关于 完全 可 积 Pfa 人 f 方程 解 的 存在 定理 等 有 关 
的 定理 都 不 能 推广 到 整个 流 形 上 去， 特别 ,Poincaré 定理 的 入 
定理 也 未 必 威 立 。 当 一 个 外 形式 9 满足 D9 一 0 时 , 就 未 必 能 
有 在 整个 流 形 上 定义 的 外 形式 A, 使 8 一 DA 在 整个 流 形 上 成 
立 . 一 个 简单 的 例子 是 在 同心 加 所 转 成 的 环 域 T<wa 十 妨 <2 中 
考察 


__ oy 
OT Ty 喝 ， 


RR 


地 
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如 售 为 向 量 (ze, 切 的 幅 角 ,这 时 可 记 w 一 咀 , 在 环 域 中 不 是 
单 值 画 数 .关于 完全 可 积 定理 的 探 和 可见 Qhevalley Q.E1lj] ,而 
Poinoaré 的 省 定理 的 讨论 引导 出 微分 洲 形 的 同调 性 质 欧 凑 太 精 
果 {DeRham[l1)，, 

昔 有 正定 的 二 了 界 对 称 张 量 场 的 微分 总 形 称 为 Riemann 流 
形 . 可 以 评 明 ， 和 任何 上 一 定 光 注 性 的 微分 洲 形 上 必 可 赋 廊 
Riemann 度 晤 而 成 为 Riemann 流 形 .这 一 事实 的 证明 共 非 是 
二 几 的 ,可 以 参半 [ichnerowicz A.[l|. 

二 微分 方形 于] 的 吕 炊 CY 子 流 形 是 指 由 型 : 的 子 集 内 4 所 
构成 的 上 微分 波形 (0 二 8 所 7 二 车 ， 讶 3 的 每 点 属 在 在 
一 个 M1 的 华 标 售 域 UV: 和 对 ,的 从 标 刍 城 口 ， 使 得 对 口上 的 
上 走 ,这 国 种 举 标 之 间 葛 关系 可 于 为 

ofr, ,Um) ， 
式 中 六 为 C0: 的 事 数 ,而 且 障 


(B28) 
的 秩 数 为 mn. 
”” 现 再 对 李 群 和 齐 性 空间 作 洪 和 干 补充 订 明 . 

李 群 的 严格 定义 应 为 +: 裔 侣 为 一 解析 流 形 , 同时 是 一 
个 群 , 印 对 其 中 的 任 酒 元 素 %，y, 可 以 定义 乘法 z=wy, 满足 抽 
象 群 定义 中 的 所 有 要 求 ; 此 外 , 我 们 还 要 求 这 两 种 精 构 是 相 容 
的 , 这 就 是 , 发 2EDw yEUs, zsEU。, 利用 各 自 的 坐标 来 表达 
对 法 关 季 :zy 时 ,我 们 得 到 画 数 关系 

=p, Yo), 
式 中 的 小 为 变量 w’, 呈 的 解析 辆 数 . 
我 们 在 第 三 章 中 所 褒 的 局 部 李 群 可 理解 为 李 群 在 全 等 元 过 
有 关 李 群 的 事项 可 尽 Cohn P.M. [1] 和 Chevalley GT 全 
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e 的 某 一 适当 的 邻 城 ,也 可 以 理解 为 独立 的 对 象 ， 即 可 不 必 考 虑 
它 是 次 居于 某 一 个 整体 的 李 舒 ; 在 第 三 章 中 我 们 就 是 从 这 样 的 
观点 来 考虑 问题 的 .局 部 李 群 也 可 以 用 公理 方法 来 定义 .根据 
下 面 上 所 裔 的 第 三 基本 定理 ， 第 二 种 现 点 实际 上 和 第 一 种 观点 是 
一 吾 的 ,这 航 是 , 任 一 局 部 李 样 必然 是 某 一 李 群 2 的 一 个 适当 仓 
城 .， 自 然 ,这 样 的 李 腾 未 必 是 唯一 的 . 

更 在 发 明 , 局 部 李 群 中 出 现 过 的 第 -一 类 不 变 Pfaff 江 和 第 二 
类 不 变 P 色 钙 式 者 能 在 鉴 个 李 科 上 定义 我 们 只 对 第 一 类 不 变 
Piafl 式 必 出 葵 迹 ， 访 Us 为 已 区 的 包含 6 的 某 一 坐标 区 域 ，Ds 
六 曙 一 华 标 区 城 ， 设 yEU,, 不 妨 设 六 的 坐标 为 邮 ，…， 咏 ; 再 
记 玉 gd，…, +d 为 坐标 的 元 素 为 y+ 虽 , 当 dy 充分 小 
时 ,gy" Wt+dy) +EU,。, 并 且 在 dy 的 一 阶 无 穷 小 范围 内 ,这 一 元 
素 的 坐标 就 是 一 粗 Pfh 插 式 os (gy, 史 )， 当 Ui 符合 于 0 时 ,我 
俩 就 得 到 第 三 人 章 中 的 第 -一 类 不 变 Pfaff 式 .我 们 衣 每 一 w*(gy,ady) 
都 是 定义 在 整个 群 流 形 上 的 Pfaf 式 、 事实 上 , 识 YEUonD， 
上 yd) -和 举 标 的 选 直 无关, 因此 wr (yy, dy) 和 华 标 的 选 
取 雹 关 ， 所 以 它们 是 在 群 流 形 上 处 处 有 定义 的 Pfaff 式 . 妈 
设 y=ya, 式 中 ce. 为 固定 的 元 素 ， 这 变换 称 为 右 推 动 ; 那 末 
ya -1 这 就 是 ,成 立 

wg, Ay) 一 oo yy, dy). 
因为 6 的 分 域 和 任意 点 a 的 邻 域 可 通过 解析 变换 x 一 wa 而 有 同 
县 美 柔 ， 由 于 wm*(w, dw) 在 e 的 近 旁 为 > 个 本 性 独立 的 Pfa 人 
式 ， 所 廊 ort 约 ,， 鸣 ) 在 人 尾 一 点 Y 的 邻 域 均 为 了 个 独立 的 了 扫 本 
式 , 这 也 说 明 在 洁 流 形 上 依 
aP=o" (gs, dw)e, 


可 以 在 每 一 元 素 的 相 切 空间 中 确定 一 个 标 形 ， 标 形 的 每 一 基 疝 


量 声 都 是 在 变 摘 y 一 ye 之 下 的 不 变 向 量 。 闵 任 一 不 变 向 量 更 均 


{ 
- 
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为 Ceeu 的 形状 ,于 此 ”= eonat. 
”我 们 仍然 有 车 的 精 构 常数 c$ 和 Qartan-Maurer 方程 


Dor 一 志 os, [Lor ceo71 ， 


而 06%y 也 满足 Jacobi 恒 考 去 . 

以 上 的 叙述 改 明 ,第 一 ,第 二 基本 定理 可 以 推广 到 整体 李 群 
去 , 第 三 基本 定理 也 可 以 有 它 的 推广 。 这 就 是 : 识 噬 为 一 租 党 
数 , 关于 下 标 反 称 ,又 满足 Jacobi 忆 等 式 , 那 未 必 存 在 李 群 G， 
它 改 6% 为 糙 构 常数 ， 这 一 定理 的 证 明 是 比较 复杂 的 ,可 呢 
liogrparana .1. C&C, [1]. 

在 流 形 上 的 向 量 所 可 表示 为 微分 算 子 

Xf -6 Br 


的 形状 ， 对 任何 数量 西数 , 它 的 数值 和 坐标 的 选取 无关 ,因此 我 
们 可 以 说 牙 也 是 和 坐标 系 瑶 无 关 ， 讽 在 某 一 坐标 区 域 中 ， 
wr (wdz) 一 各 (0)dws， 那 末 oo 的 分 量 为 跑 (G)， 于 此 (的 为 
(a) 的 邀 伍 .本 此 就 有 一 系 徽 分 算 子 
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从 此 可 见 , 石 推动 的 不 变 疝 量 场 构 成 一 个 李 代数 ;其 芋 构 党 
数 和 李 群 的 业 构 常数 相 琴 ， 因 不 变 向 量 场 由 过 。 的 任 一 向 量 唯 
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一 确定 ,因此 李 代 数 出 可 秽 汶 上 的 切 向 量 的 集合 . 

由 于 法 些 标 的 构 念 是 局 部 性 的 ， 所 以 在 5 的 邻 域 慷 可 引 人 
法 坐标 . 


这 里 应 该 福音 的 是 :两 个 李 群 的 李 代 数 同 构 , 未 必 能 得 出 它 - 


们 是 同 构 的 精 葵 ,我 们 只 能 说 这 两 个 李 群 是 局 部 疗 构 的 。{ 对 局 
部 李 群 ,我 们 只 有 局 部 周 构 的 概念 ,在 正文 中 我 们 也 用 了 园 构 这 
一 术语 ,/ ， 

例如 , 对 区 间 一 <2<4< 和 ce， 定义 乘法 关系 z 一 % 十 我们 


”可 得 一 李 群 , 因 这 时 讨 区 间 可 以 用 一 个 坐标 对 和 纯 吕 盖 ,因此 就 有 


了 解析 车 构 , 了 丽 8 一 4 一 4 为 3, 8 的 解析 男 数 . 双 对 单位 周 了 一 工 
引 太 坐标 9， 这 时 也 可 把 0<9< 二 wm，w<<9<< 夺 w 作 天 个 坐标 
季 竺 玉 复 盖 , 因而 引信 解析 精 构 ; 或 者 我 从 出 可 以 用 一 < 站 
<eo 作 华 标 系 航 ,但 六 二 的 (mod 2m) 代表 同一 点 ,这 样 也 引入 


同样 的 解析 粘 构 ,我们 定义 乘法 为 峭 一 9 十 p， 也 得 到 一 个 李 群 ， 


这 两 个 李 群 为 局 部 同 构 而 不 同 构 ， 

-我们 在 第 一 章 中 引信 的 完全 蕉 性 群 和 各 种 典型 群 都 是 李 
群 ， 实 完全 纹 性 群 的 元 素 为 (eg) (dst|ai | 关 0) ， 其 解析 精 构 即 
由 加 个 坐标 中 表示 , 这 时 群 流 形 有 两 个 连通 分 支 , 由 det| 地 | 
0 和 det| 攻 | <0 的 点 所 构成 ， 其 他 的 实 典型 群 的 解析 精 构 是 
出 它们 的 定义 方程 俯 290~292 页 所 述 的 方式 导 大 的 ,可 以 凌 接 
验 姓 它们 为 李 群 . 


z 李 群 的 子 群 定 尽 为 关于 乘法 兰 关 的 解析 子 添 形 ， 于 群 和 在 - 
元 染 6 的 一 个 适当 的 邻 域 的 变 帮 过 e 的 过 焉 部 分 序 为 我 俏 第 三 
章 中 所 论 的 于 群 ， 李 群 的 子 群 要 比 从 局 胡 观 点 来 肝 论 的 于 群 复 


染 得 多 ,首先 ,于 群 自身 要 有 丘 扑 的 类 构 (例如 , 汤 可 能 是 示 媚 通 
的 , 特别 它 也 可 能 是 稀 蕊 的 子 群 , 而 从 局 部 的 观点 来 看 , 人 们 完 
全 不 理会 稀 蔬 的 于 群 ， 由 为 宪 和 单位 元 素 所 成 的 芋 凡 子 群 局 部 
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同 构 )， 其 次 , 它 在 群 昌 中 也 还 有 它 的 站 对 的 精 构 (例如 了 于 群 是 
否 为 于 的 等 等 )、 有 有 了 子 群 ,我 们 可 以 照样 地 得 到 子 代数 . 相反 
地 , 知 了 群 的 李 找 数 的 子 代数 后 ,非但 在 局 部 意义 下 能 有 子 群 ， 
而 且 也 存在 整 伍 的 子 群 , 使 其 李 代 数 就 是 已 葵 的 也 代数 这 个 
定理 的 证 有 明 是 相当 复杂 的 . 
利用 李 群 及 子 群 吾 作 章 性 空间 时 , 需 对 子 群 吾 作 必 要 
的 限制 , 除 我 们 已 辉 作 过 的 互让 应 包含 的 非 平 几 的 子 群 这 一 
成 而 外 , 还 槛 假定 号 为 的 闭 于 群 ， 将 观 地 应 ,在 一 流 形 十 作 
用 过 的 巡 秆 变换 群 中 ,使 一 点 不 变 的 变 的 的 “极限 ”也 应 使 该 点 
为 不 变 . 可 以 严格 于 前 放 , 当 好 是 李 群 , 吾 是 它 的 于 子 群 时 ,在 
空间 GG/ 吾 上 可 以 引 大 解析 车 构 , 使 成 为 解析 流 形 ( 见 Oheval- 
leyL11), 因此 单 有 李 代 数 4 及 其 一 个 子 代数 (即使 不 包 揪 4 的 
非 平 凡 的 理想 子 代数 ) , 也 未 必 能 构成 一 个 齐 性 空间 ， 但 是 , 第 


”五 写 中 关于 迷 向 群 , 可 容许 标 形 族 等 等 时 论 均 为 有 效 ， 叉 对 已 


答 的 齐 性 Riemann 宏 间 而 车, 在 各 点 的 令 域 ,第 关 意 所 定 的 种 


种 萎 素 形式 仿 然 有 效 , 但 $6:5~6.7 所 提 到 的 反 过 来 的 事实 ， 


即 由 县 一 定性 质 的 齐 性 Riemann 空 合 及 另 一 具 一 定性 质 的 李 
桩 来 构成 另 一 齐 性 Riemann 空间 的 上 方法 , 还 短 识 法 各 及 增 补 ， 
因为 我 们 在 否 里 并 未 涉及 整体 的 精 构 ， 

有 时 , 殖 洒 的 局 部 形式 就 可 以 决定 Riemann 空间 本 身 的 耻 
体 性 质 ， 例 如 , 在 一 定 的 条 件 下 (比如 衣 , 空间 任何 测 地 条 可 忆 


任意 地 了 予 包 延长 , 但 不 排除 并 合 的 情形 )}, 空间 粮 素 如 局 部 下 可 : 


分 , 那 未 空间 本 身 也 为 两 个 流 形 的 乘积 流 形 ( 见 De Rham [11)， 
§6.6~6.7 中 所 列 出 的 那些 空间 的 拓扑 精 梅 大 多 也 还 湾 有 得 到 


确定 ， 弟 七 章 中 简单 地 介 坷 的 对 称 罕 间 , 其 整体 性 质 已 者 有 了 . 


远 充 分 的 研究 : 见 Helgason 8. [1]). 


”另外 一 个 值得 注 容 的 事实 是 ,一 Riemann 流 形 的 类 案 如 局 
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300 附 ， 县 

部 地 容许 7 参数 的 李 寿 为 运动 群 , 亡 也 未 疼 为 弄 性 空间 Go 二， 

例句 对 环 面 和 

z 一 Ce 二 有 二 co， — < 00, 

测 (2 十 2 ,名 十 92) 和 (B19) 应 更 汐 同一 点 ,可 9 人 向 案 
ds — dO + Aads, 

在 每 上 感 的 一 个 靠 域 来 看 , 它 人 部 容 计 3 参数 的 局 部 拜 为 运动 群 ,但 


是 , 它 都 不 能 作为 形 如 Gs/B 的 弄 性 室 问 ,因此 , 弄 性 Riemann 


室 间 的 葵 革 往年 东 是 先 答 流 形 和 入 素 (我们 很 难 逢 定 这 和 样 答 出 


的 空间 是 否 能 作为 齐 件 Riemann 空间 ) , 往往 通过 群 G 和 开学 


群 且 而 答 册 分/ 刀 ， 此 外 , 吾 又 是 紧 欧 群 ,是 不 包含 分 的 非 平 
凡 正 常 季 群 ， 用 于 紧 厄 用 的 实 入 性 表示 必 有 不 变 的 正定 二 坎 弄 
( 刀 Qhevalley [13)， 所 以 在 齐 性 实 间 G/H 中 必 可 引 天 不 变 的 
Riemann 线 素 , 而 成 为 齐 性 Riemann 空间 . 
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